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Résume: Cet article traite des distances discretes, et de leur utilisation en analyse d'images.
Les distances du chanfrein sont basées sur la définition de masques dont la taille est choisie en
fonction de la qualité de 'approximation de la distance euclidienne souhaitée. Nous justifions le
choix et la validité de telles distances, nous présentons les principales méthodes d'optimisation,
puis nous énumérons leurs applications majeures.
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1 - L'option distance du chanfrein

En analyse d'images, on a bien souvent besoin de mesurer des distances entre objets. Les
images et les capteurs sont basés sur 'échantillonnage et la quantification, et les ordinateurs
sont entierement discrets ; c'est pourquoi nous préférons des distances qui générent des
nombres entiers. ‘

Comme la distance euclidienne dg donne des nombres réels, et que ni (dg)2 ni Round(dg) ne
définissent une distance au sens mathématique, nous ne pouvons les employer ici.

Les distances bien connues ds et dg sont faciles & mettre en ceuvre [Rosenfeld 68], mais elles
ne sont pas isotropes, ce qui provoque de nombreuses erreurs dans les applications, telles que
la séparation d'agrégats cellulaires, ou de bulles dans du béton poreux.

Nous ne nous intéressons pas davantage a la distance octogonale (ici dans le maillage carré),
qui s'écarte moins de dg que dg, mais apporte un progres figé.

Deux catégories de distances retiennent notre attention : les distances rationnelles [Montanari
68], précurseurs de la famille des distances de chanfrein [Borgefors 86].

U. Montanari introduit une catégorie de distances qui consiste 2 pondérer un certain nombre
de déplacements par la distance euclidienne équivalente. Les point affectés sont choisis parmi
les points visibles du maillage carré (points dont les coordonnées sont premires entre elles), et
la valeur de tout autre point s'obtient en cherchant sur le réseau ainsi défini, le chemin minimal
pour l'atteindre, & partir des déplacements permis. Ce probléme se formalise aisément grice aux
propri€tés des suites de Farey [Hardy & Wright].

Un inconvénient majeur est I'emploi de rationnels. Xlalofololo|o] o
G. Borgefors les adapte au discret en approchant les P m=-
racines par des fractions, dont les approximations blcld hlk _—
sont choisies selon divers critéres (par exemple olelolilo
1,\/2,\/ 5 par 1,7/5,11/5). Un masque de chanfrein -

représente alors les distances pondérées (figure 1) ; ol gli]o

ce masque est 8-symétrique, et défini par le premier RN

octant, R
On appelle a, b, ¢ .. les points visibles. Par exemple o |m

a=3, b=4 dans un masque de taille 3*3, et a=5, b=7 ----
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c=11 dans un masque 5*5. Figure 1. °




2 - Etude Théorique

Ces masques de chanfrein existent depuis une dizaine d'années, mais personne ne s'était
jusqu'a présent intéressé & établir les conditions exactes pour qu'ils induisent une distance.
Nous rappelons la théorie des chanfreins [Thiel 92] et apportons quelques compléments.

On renomme Mj, M2 .. Mj les n points visibles affectés du générateur d'un masque de
chanfrein, en les ordonnant suivant l'ordre croissant de leur angle avec la demi-droite (0Ox)
(remarque : M; = a et My = b). On note IMj! le poids et IIMjll = V(x;2+y;2). Cet ordre correspond
exactement aux suites de Farey yi/Xi < Vi+1/Xi+1.

On appelle cone d'influence des points Mj/Mi,1 le cone délimité par les droites séparatrices
de pixels (O,Mj) et (O,Mj,1).

Théoréme 1. Dans un tel cdne, les seuls points du masque 2 intervenir dans la recherche
du minimum pour le calcul des distances & O sont les distances locales IMjl et IMj41l.

Les déplacements élémentaires dx et dy a m ______ K XL > X
partir d'un point (x,y) correspondent au cofit : T
d'un déplacement de une case; ainsi dx = !
Ix+1y)l - I(x,y)l et dy = I(x,y+1)! - I(x,y)l. y; | =< I:]
r'd ~ b4 e . I
' Thgoreme 2. 81 Mi/Mi fl sont conse,cunfs, I S— I:l M;
(i.e. 81 X3y;,1 - X;41.Y; = 1) alors les déplace- i J+dy
ments élémentaires sont constants dans tout ' Mi;4
I'intérieur du cdne d'influence, et leurs ! — A
PR P . +dx cone
pondérations sont données par : Y
dx = ¥ip 1 Myl - ;M 4| y d'influence

dy = x;.IMj 41 - %;,.1 . IMyl Figure 2.

Il en résulte que, dans un tel cone, les intervalles de niveaux In-a, n] sont des droites *-
connexes (i.e. a la fois 4 ou 8-connexes).

Théoréme 3. Un masque de chanfrein induit une distance si et seulement si, pour chaque
cone d'influence de son masque, les déplacements élémentaires correspondants dx et dy,
calculés a partir du théoréme 2, respectent I'inégalité dx > dy = 0 et dx > 0.

Explication : ceci tient au fait que dans un coéne (M;, Mi+1, dx, dy) on a dc = dy.dg + (dx-
dy).ds, et que u.d4 + v.dg est une distance si et seulement siu =0, v = 0, (u,v) # (0,0).

On souligne la possibilité de déterminer directement les contraintes sur les pondérations
locales, a partir des théorémes 2 et 3 : dx > dy20 et dx>0«
IMil.(Xi+1+Yi+ 1) 2 Mival(XityD) 5 Mig1lxi 2 IMil.xie1 et IMilyier > IMi1ly;
Cela revient & dire pour deux points M; et My quelconques tels que yi/x; > yi/xk

RS S > v Xk 1 Yk
'Mll‘xi Ty, 2 Mgl = IMjl. x; © [Mll'yi > Myl

Le calcul d'un masque de chanfrein se fait comme suit : on choisit un voisinage de points
visibles et une valeur IM1l = a, puis on affecte les points Mi(xj,yi) (i = 2..n) du voisinage par

IMjl = Round( a*y (x12+y52) ). Il est aisé de rechercher les valeurs de a interdites par le théoréme
3 en fonction de 1a taille du masque :

3*3  aucun 9%9  1,2,3,4,6,9, 11, 16, 23
5*5 2 11*11 1,2, 3,4, 5,6, 9, 11, 16, 21, 23, 26, 28, 33, 40
77 1,2,3,4,6,9

Tout masque de chanfrein comportant au moins les points a et b, composé uniquement de
points visibles et affectés par le procédé ci-dessus, respectera les inégalités du théoréme 3 et
donc induira une distance si et seulement si la valeur IMj/ = a n'est pas interdite.




3 - Optimisations

Les distances de chanfrein peuvent donner de trés bonnes approximations de la distance
euclidienne, ce qui constitue un bon critere d'isotropie. Plusieurs méthodes existent pour y
parvenir. Dans [Borgefors 86] sont résolus des systtmes d'inéquations pour trouver des
intervalles en nombres réels pour a, b, .., puis on choisit des fractions d'entiers. Enfin on teste
l'erreur relative a la distance euclidienne sur des droites limitant le support image. Ce critére est
contesté dans [Verwer 91], qui préfere minimiser l'erreur sur des droites obliques, voire sur
des cercles euclidiens (mais ne correspondant plus au support image).

Dans ces deux articles, les auteurs recherchent des erreurs théoriques, et ne trouvent que des
majorants, qui sont éloignés des valeurs effectives dans Z2. Quant au critere de minimisation,
on a le choix dans la pratique (discréte) entre le maximum de l'erreur, 'amplitude de 1'erreur,
ou la minimalité sur les coefficients de chanfrein eux-mémes. Cette derniere possibilité revient &
minimiser les erreurs sur les petites distances ; quant aux deux premiéres, elles font minimiser
les erreurs sur les grandes distances. Une fagon d'unifier la minimisation est de procéder sur la
totalit€ des points de I'image (l'intégrale discréte).

Nous proposons une nouvelle approche dans [Thiel 91b]. Notre propos est de calculer des
masques de plus grande taille, puis de minimiser les erreurs effectives dans l'image des
distances (notée DT). Nous savons que les boules de chanfrein sont des polygones, dont les
angles sont portés par les points visibles affectés du masque. Nous approcherons donc le cercle
euclidien par des polygones les plus réguliers possibles, en choisissant avec soin les points a
affecter puis en optimisant les valeurs, selon un des critéres exposés précédemment. Pour ce
faire, nous testons toutes les valeurs de a entre 2 et 255, calculons les poids des points p(x,y)

affectés avec la formule p = Round(a.w/(x2+y2)), puis nous calculons les erreurs effectives sur
la droite limitant le support de 1'i'mage des distances DT.

Dans un voisinage 7*7, le chanfrein 12-17-0-38-43 réalise ainsi une meilleure approxi-
mation que le chanfrein 14-20-31-44 de Borgefors. Cela est dii au fait que a/d/e/b sont mieux
distribués que a/d/c/b dans le premier octant.

Un autre exemple est le chanfrein 203-287-454-642-732-837-1015-1035-1093 dans un
voisinage 11*11, ott le maximum de l'erreur tombe 2 0,48 % ! La boule résultante est un
polygone a 64 cotés, extrémement proche du cercle euclidien (figure 3).

(@ (b) (©)
Figure 3. (2) di14.. (b) d12.. (¢) d203..

Le tableau ci-dessous montre que la progression de dq a dyo3.. est de I'ordre du facteur 100.
Nous pouvons voir que l'erreur effective pour chanfrein 3-4 est de 5,72 % et non 8,09 %,
comme cela était annoncé dans [Borgefors 86].

classique G. Borgelors E. Thiel
distance dg dg d3. ds_ dig. dig. | do3.

max erreur | 41,42 % 12929 % | 5772 % | 1,98 % | 1,52 % | 1,38 % | 0,48 %
amplitude [41,42 % (29,29 % [ 11,13 % [ 3,59 % | 2,49 % | 2,00 % | 0,51 %




4 - Résultats

Les distances de chanfrein sont rendues particuliérement intéressantes par le calcul
extrémement rapide de leur image de distance, en deux passages séquentiels sur I'image
seulement, et sur une structure de données discréte (des entiers 16) [Rosenfeld 68].

On peut obtenir des boules de chanfrein par ce moyen en donnant en entrée

une image de taille ‘infinie’, ol un seul point est fond (le centre), et en ne 57 E K
conservant a la sortie que les poids inféricurs & R*a+r : on obtient ainsi une Ble3[e3[s]s]
famille de boules de rayon R, en faisant varier r entre 0 et a-1, avec un T
passage progressif au disque de rayon R+1. Cela peut étre intéressant pour  ,.o 3
I'animation, et pour la topologie discréte [Reveilles 91] [Kovalesky 89] TCEIT
[Andres 91] . Nous montrons fig. 4 un exemple pour chanfrein 3-4 et R=3. SIS
916)3101316]9
Une utilisation courante des chanfreins est la transformation en axe médian, N
qui revient a chercher un recouvrement de la forme par des disques maximaux =1 L4200
[Arcelli 88]. Cette transformation est encore une fois trés rapide (un seul ST
passage sur l'image), réversible, et permet de calculer la ligne médiane (le BHEEERT
squelette pondéré) de la forme [Arcelli 91][Thiel 91a]. oT6l3(0[3[6[o
Une application trés intéressante de cette derniére est la détection des ?}; SR
rétrécissements dans une forme. En effet, un rétrécissement détectable pour LLEC I
une métrique donnée correspond & un point col sur I'image des distances. I “
suffit de parcourir 1a ligne médiane et de rechercher les minimums locaux qui Figure 4.

ne sont pas aux extrémités.

L'apport essentiel des chanfreins par rapport 2 dg est de fournir des distances nettement plus
isotropes : en effet, bien des rétrécissements indétectables pour dg le seront pour dc.

Enfin, une autre utilisation de premitre importance des distances du chanfrein est le calcul de
granulométrie, courant en étude de matériaux. L'approche usuelle met en ceuvre I'opérateur

z

itératif d'€rosion de la morphologie mathématique. Une image de distance de chanfrein contient
directement I'équivalent des érodés successifs. A titre comparatif, une granulométrie par
morphologie mathémathique nécessite 1h 30mn contre 2mn avec les distances de chanfrein.

5 - Conclusion

Les distances du chanfrein sont particulirement adaptées au support discret d'une image,
tant du point de vue de leur représentation que de leur calcul, et offrent ainsi une excellente
alternative a la distance euclidienne. Les exemples cités montrent I'étendue de leurs champs
d'application, ol elles apportent des avantages substanciels en robustesse et efficacité.
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