Chapitre 5

Distances discretes

5.1. Introduction

La notion de distance joue un rble central en analyse d'inegkescription de
formes. Elle intervient par exemple pour la mesure de ladeng ou de I'épaisseur
des objets présents dans une image, pour la mesure de #érglaire formes et la
mise en correspondance [BOR 88], dans les transformat®usstances et la carac-
térisation de I'axe médian [ARC 93], pour guider le calcul shuelette [PUD 98],
dans le diagramme de Voronoi généralisé [BOI 95], en morgtioe]ROM 00], en
robotique [JAR 93], en granulométrie, en morphologie metigue, etc.

De nombreuses familles de distances existent selon lese&spa objets a mesurer
considérés. Du point de vue applicatif sont préférées sumices a valeurs entieres,
pour le stockage et la facilité de calcul. Si dans certairsslgalistance euclidienne
peut-étre manipulée directement (sous forme de nombrearaél au vectorielle), il
est crucial d’avoir d’autres outils théoriques et algarithues approximant certes la
distance euclidienne mais possédant des avantages parti¢simplicité et rapidité
des algorithmes, notion de plus court chemin explicite), . . .

Une théorie des distances en géométrie discréte est dooctamje pour exploiter
les propriétés et algorithmes et montrer leur validité. Dmbreux auteurs se sont at-
tachés a définir des classes de distances discrétes, aitaseppour I'approximation
dedg, a proposer des algorithmes de transformations de dis{@¥dequi calculent
en chaque point la profondeur dans une forme, a établir desufes directes, dé-
gager des propriétés générales et décrire la géométrieaddsside distance, enfin
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124 Géométrie discréte et images numériques

définir des critéres de régularité de la distance telles guedpriété de norme (en
particulier la proportionnalité des distances, appeléadgenéité) ou encore I'unicité
de chemins.

Nous commencons par rappeler au 8§5.2 les définitions dexdestt de norme dans
I'espace discret, et parlons aussi de la convexité des §ddtris consacrons la section
suivante (85.3) a la famille de distances les plus utiligdeanalyse d'image, il s’agit
des distances et normes de chanfrein. Les principaux #igwes de transformation de
distance sont donnés au 85.4 pour les distances de chagtffaidistance euclidienne.
La derniére section (85.5) aborde les distances géodé&sique

5.2. Axiomes de distance et norme discrétes

Les notions de distance et de norme sont généralement dééinialgébre dans
I'espace continu. Nous présentons dans cette sectionie®es et notions utiles pour
travailler dans I'espace discret.

5.2.1. Distances

La distance la plus naturellement utilisée esdistance euclidienneléfinie pour
deux point® = (p1, ..., pn) €tqg = (q1, ..., qn) deR™ par

de(p,q) = V(@1 —p1)2+ -+ (gn — Pn)? (5.1)

qui est a valeurs dar®. Les distances a valeurs daRsQ ou Z sont appelées res-
pectivement distanceéelles rationnellesou discrétesLa notion de distance en elle-
méme est définie par les quatre axiomes suivants :

DEFINITION 5.1 (Distance) Soit £ un ensemble non vide &t un sous-groupe de
R. Une distance suf a valeurs dand’, notée(d, E, F'), est une applicationl :
E x E — F vérifiant :

(positive) Vp,q€ E, d(p,q) =0; (5.2)
(définie) Vp,ge E, dp,q)=0 & p=gq; (5.3)
(symétrique)  Vp,q€ E,  d(p,q) =d(q,p); (5.4)
(triangulaire)  Vp,q,r € E, d(p,q) <d(p,r)+d(r,q). (5.5)

Classiquement, une distanéeon définie (5.3), ne vérifiant qué&p,q) = 0 <
p = g pour toutp, ¢ € E, est appelée uécart On peut étre également amené a consi-
dérer des distances ne vérifiant pas la symétrie (5.4), gangbe dans les chaines de
caractéres. Dans la littérature anglophone, les termeadrégrsouvent échangés : une
distance est appelée une « métrique », un écart est une «rg&niue », un écart ne
vérifiant pas 'inégalité triangulaire (5.5) est une « dist@ ».
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La distance euclidienne au caré est a valeurs entiéres pour deux points de
7™, mais cette fonction n'est pas une distance, car elle neecésgas I'inégalité
triangulaire (5.5) : par exemple, sait = (1,0---0) et B = (2,0---0); on a
d3(0,A) = di(A,B) = 1 etd%(0, B) = 4,doncd(0, B) £ d(O, A) + d(A, B).
Malgré celad? est beaucoup utilisée dans le domaine, en raison de préprinar-
guables, et d’algorithmes qui n'ont cessé d’étre amélifuéis §85.4.2). Les premiéres
véritables distances discrétes a avoir été employées éysarttimage sont

di(p,q) = g — p1l + -+ lgn — pnl , (5.6)
doo(p, q) = max{ |g1 — p1l,---,|qn — Pnl }- (5.7)

Elles ont été introduites pard&ENFELDet PFALTZ dans [ROS 68]; leur définition
coincide bien avec la définition 5.1. Da#§, la distancel; est parfois appelég -
metricougrid metrig et plus spécifiquement dans le eas- 2, Manhattan city block
taxi-cabou rectilinear metric; la distancel, est appeléé..-, lattice, Chebyshewu
uniform metri¢ et dans le cas = 2, chessboardu square metricOn a coutume de
noter ces distances respectiveménet dy dansZ?, dgs et dys dansZ?3, a cause du
nombre de points dans leur boule unité (hors le centre).

Toute combinaison linéaire positive de distances est ustarie, ce qui permet
de fabriquer une nouvelle fonction de distance a partir dexdetres. De nombreuses
autres distances discréetes sont utilisées en analyseggsngour un tour d’horizon
historique, voir [MEL 91]. Par exemple, les distancesogonale®t octogonales gé-
néraliséegencore appelées distancess#guences de voisinagesnt obtenues en
alternantd; etd.. au niveau des chemins; leur concept a été introduit dans F8)S
8§3], puis étudié finement, en particulier en Inde (pour dé&reéces, voir [DAS 90]).
Les distances discrétes les plus générales et les plususitéds le domaine sont les
distances de chanfrein, que nous présentons au 8§5.3.

Aprés avoir parlé de la distance entre points, nous défingsssmintenant la dis-
tance d’un point a un ensemble, utile dans la suite pourdestormations de distance.
Sur le méme principe d’'un MIN est définie la distance entresrdes ; mais ni 'une
ni I'autre de ces fonctions ne sont des distances. Une vistante entre ensembles
est réalisée par la distance debsDORFE Soit(d, £, F') une distancey € F, X et
Y des sous-ensembles compacts non videB den définit la distance entpeet X
par

d(p,X) = min{ d(p,q) : € X } , (5.8)

la distance entr&X’ etY par
d(X,Y):min{d(p,q) : pGX,qGY} (5.9
et la distance de HUSDORFFentreX etY par

Hy(X,Y) = max{ max{ dp,Y) :pe X }, max{ d(g,X) : q€ Y} } (5.10)
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5.2.2. Normes sur un module (espace vectoriel discret)

L'idée de norme consiste essentiellement & rajouter uniemdthomogénéité a
une distance; elle s’applique a des vecteurs et non a detsploanstructure d’espace
vectoriel (£V) est donc en principe nécessaire pour définir une norme.

Un EV est défini sur un corps commutafif. Soitn € N*, alorsK™ est unEV
sur K. Par exempleR™ est unEV surR etQ™ est unEV sur@Q. Par contreZ est un
anneau et non un corps, donc on ne peut pas déffindtomme urEV surZ.

La solution est donnée par I'algébre commutative, ou laomadiemodulegénéra-
lise celle dEV. La définition d’'un module sur un anneau commutats’obtient tout
simplement en remplagant dans la définition B&5le corpsK par I'anneaud. Soit
n € N*, alorsA™ est un module sud. Par exempleZ™ est un module sut. UnEV
est aussi un module, dofié* est un module suR et Q™ est un module sup.

Par rapport a uiEV, on perd dans un module principalement I'inversibilité des
scalaires; il peut aussi y avoir des problémes sur les b@sesappelle les axiomes
d’un module :

DEFINITION 5.2 (Module) Soit A un anneau commutatif, d’éléments neutres notés
et 1. On dit qu'un ensembl& est un module sud (ou A-module), noté E, A), si
E est muni d’'une loi interne (notée additivement) de grouparoatatif, et d’'une loi
externe (notée multiplicativement) satisfaisant :
(identité) V¥ekl, 17=17; (5.11)
(associativité) VI&e E, VA u€ A, ApZ) ; (5.12)
(distributivite) VX e E, VA u€ A, (A4 p)@ = \e + pd ; (5.13)
(distributivité) VI, 5e€ E, V)€ A, MZ+Y) =M+ N\ . (5.14)

Nous pouvons maintenant définir une norme sur un module uaveootion d’ho-
mogénéité cohérente [THI 01, chap. 2] :

DEFINITION 5.3 (Norme) Soit (F, A) un module etF’ un sous-groupe d&. Une
norme surE, A) a valeurs dand” est une applicationg : £ — F vérifiant :

(positive) VIekE, g(@)=0; (5.15)
(définie) VieE, g(@)=0 & £=0; (5.16)
(triangulaire) VZ,7 € E, 9g(Z+7)<g9@)+9(y); (5.17)
(homogéne) VZe E,YAe€ A, g(A\Z) = |Ng(@). (5.18)

Dans I’homogénéité (5.18) on utilise le fait qu& € F etVA € Aona\f € E.
Classiquement, une norngenon définie (5.16), ne vérifiant quézr ) =0 < ¥ =10
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pour tout¥ € E, est appelée ungemi-normeOn dit que deux normeg et h sont
équivalentes'il existe des constante$ et B positives telles quez on aA g(¥) <
h(Z) < B g(Z). Toutes les normes sur un espace de dimension finie sonadenies.

Le lemme suivant permet de lier normes et distances :

LEMME 5.1 Soitg : £ — F une norme sur4, alors l'applicationd : £ x E — F
définie pard(p, ¢) = g(q — p) est une distance (dissociégqui de plus vérifie :

(invariante par translation) Vp,q,r € E, d(p+r,q+7)=4d(p,q); (5.19)
(homogene) Vp,ge E,VA e A, d(Ap, \q) = |\ d(p,q). (5.20)

Réciproquement, soit : £ x E — F une distance vérifiants.19) et (5.20) alors
I'applicationg : E — F définie parg(q — p) = d(p, ¢) est une norme (diteduite).

La famille classique des normésest définie pout = (z1, ..., z,) € R" par

1
PN, 4@ =( Y |l ) (5.21)
. . 1<i<n
onaen partlculler

0(2) = Z lzil,  02(Z) =/ Z |22, foo(f)zlrilixn|xi|. (5.22)
1<ign 1<i<n =

On remarque que les distances associggs@ et/ par le lemme 5.1 sont respec-
tivementd,, dg etd, introduites au 85.2.1. On a de plus l'inégalité

VEER", (@) < bo(F) < 4(F) < nloold) | (5.23)

qui est un cas particulier de I'inégalité deNsEN (voir par exemple [HAR 51]).

5.2.3. Boules et convexité

A partir d’une distance (ou d’'une norme) on peut définir unel®préciproque-
ment, on peut déduire une norme a partir d'une boule, sotaices conditions liées
en particulier & la convexité. Définissons d’abord une bdeldistance :

DEFINITION 5.4 (Boule) Soit(d, E, F') une distancep € F etr € F. La bouleB,
de centrep et de rayon- est

Ba(p,r)={q€E : d(p,q) <r}. (5.24)
Cette définition correspond topologiquement parlant a wogdfermée. Pour sim-

plifier les notations on remplace souveédt, par B, ; par exemple on écriB;, By et
B, alaplace d&3,,, By, etBg__ . Onreprésente figure 5.1 ces boules en dimension
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2, qui sont en forme de losange, de cercle et de carré (vasi figsre 5.3.a,b); ces
boules sont emboitées en raison de I'inégalité (5.23). loeels des distances octo-
gonales sont toujours des octogones en 2D et des polyédiefaaeltes au plus en
3D. Les boules des normes de chanfrein sont des polyédresxam
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Figure 5.1. Les boules des distancés, dr etd~ en dimension 2.

Les boules de distances peuvent étre ou ne pas étre coniexemtion de
convexité est introduite au §1.5.3. La question de la cotéees boules de normes est
liée aux fonctions convexes : soit un sous-ensemble convexe®@ ; une fonction
f: X — R est appelée unfenction convexsi

Vz,ye X, VA€ [0,1], f((l —)\)m—i—)\y) <A=XN)fx)+Xfly). (5.25)

Si f est une fonction convexe sur un ensemble convéxe R, alors les ensembles
Cy¢(t) ={z € X : f(z) <t} sontconvexes, pour totitéel. Les normes siR™ sont

des fonctions convexes; @™ est convexe donc les boules de normes sont toujours
convexes. SoiC un convexe compact contenantdans son intérieur et symétrique
par rapport &, alors la jauge

fo(z) =min{ A e R" : 2 € AC} (5.26)

est une norme. On peut donc construire des normes a partraes convexe§’,

par déformation d’un facteux qui assure la propriété d’homogénéité et la convexité
des boules. Réciproquement, la convexité des boules d'istende est nécessaire
mais pas suffisante pour bien avoir une norme, en particdigeréte ; il faut prou-
ver l'invariance par translation (elle est souvent obtepaieconstruction), et surtout
I’'homogénéité, qui est le probléme le plus délicat.

5.3. Distances et normes de chanfrein

Une famille de distances discréte, probablement la pluitapte en analyse
d’'image et en géométrie discrete, est la famille des disdechanfrein(encore ap-
pelées distancgsondérées Nous rappelons les définitions au §5.3.1 et donnons des
exemples au 85.3.2. Nous définissons ensuite les normesidiein avec le bénéfice
de pouvoir donner des formules directes au §85.3.3. Enfinddose85.3.4 explique
comment construire un masque de norme de chanfrein.
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5.3.1. Masque, chemin et distance de chanfrein

L'idée de base des distances de chanfrein consiste a autoriensemble de dé-
placements et a leur associer a chacun un co(t; ceci cangtmasqueale chanfrein.
Pour calculer la distance entre deux poipgt ¢ dans un ensemblg, on considére
leschemingossibles de &g, formés uniquement des déplacements autorisés, et leur
co(t, qui est la somme des colts associés aux déplacemiiisésut a distance de
chanfrein entre et est alors le minimum du co(t des chemins possibles.

En théorie des graphes, cela consiste a considérer le gdaphies sommets sont
les points de¥ et les arétes sont les adjacences définies par les déplasemtrisés
(d’oul'idée de masque, qui est la cellule de base du graphepiée en chaque point) ;
chaque aréte est pondérée par le colt du déplacement assodigtance de chanfrein
correspond alors exactement aiatance induite du graph®©n montre que quelque
soit le graphe pondéré, sa distance induite respecte lesaside distance ; donc tout
masque de chanfrein induit une distance (voir aussi [THp02,7]).

L'idée de déplacement présuppose une structure sur I'drieefhautorisant les
déplacements, c’est-a-dire les vecteurs. Elle nécessédail interne additive sur les
vecteurs (conservation daig et une loi externe multiplicative (par un scalaire dans
un ensembled). Nous présentons donc les distances de chanfrein dans daleno
(E, A), ainsi que nous I'avons fait pour la définition d’'une normeS&w2.2. En pra-
tigue on utilise principalement le modulg™, Z), ce qui signifie que I'espack est
7™, que les vecteurs sont a coordonnées entieres, et qu’'onukiplia par des sca-
laires entiers 4 = 7).

Soit (E, A) un module ef’ un sous-groupe d&. Unepondératiorest un couple
(U, w) formé d'un vecteu? € E, appelééplacemenet d'un scalairev € F', appelé
codtou poids et encore not&/ (¢). Un masqueM est un ensemble fini

M = {(ﬁi,wi)EEXF}1<i<m (527)
dem pondérations. On dit qu'un masqud estcentral-symétriqusi
V(v,w) € M, (0, w') € M, T=-7" et w=u'. (5.28)

DEFINITION 5.5 (Masque de chanfrein)Un masque de chanfrein est un masque
central-symétrique, de poids strictement positifs et qdat&ments non nuls, et qui
contient au moins une base de

Etant donné un masque de chanfrgify on appellecheminune séquence
’Pz{alﬁil,...,akﬁik}, 1<ij<m, aj € AT (5.29)

dek déplacements;, de M. On peut toujours écrire de fagon équivalente
P={ M0, ., \nln }, Xi€At (5.30)
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en regroupant les déplacements identiques. OnWi¢R) le déplacement total
V(P)= M0+ + AU, (5.31)
du cheminP et on notdV (P) son co(t total
W(P) = wi + -+ + Apwp, - (5.32)

Soitp, ¢ € E, on dit queP est un chemin dg aq si V(P) = pq. PuisqueM contient
au moins une base d&, on peut toujours construire un tel chemin. Le cherin
estminimal s'il n’existe pas d'autre chemi@ dep aq tel queWW (Q) < W(P). La

distance de chanfrein entpeet ¢ est le colt d’'un chemin minimal geaq :

dam(p,q) = Hgn{W(P) :V(P)=pq} . (5.33)

Des exemples de chemins minimaux sont donnés figure 1.18e@repfin écrire la
distance de chanfrein sans faire apparaitre les chemins :

DEFINITION 5.6 (Distance de chanfrein)Soit M = { (¢;,w;), 1 < ¢ < m} un
masque de chanfrein, et spitq € F. La distance de chanfreithy, entrep etq est

dm(p,q) :min{ S Nwir Y Nl =pg, A € A+} : (5.34)

1<i<m 1<i<m

5.3.2. Exemples et origines des masques de chanfrein

Les pondérations d’'un masque de chanfrein sont le plus sbakieisies parmiles
vecteurs visibles, dans un souci d’efficacité et pour ne pagecarrer 'lhomogénéité.
SoitP = (Py,...,P,) € Z™ ondit que le poin? et que le vecteud P sontvisibles
(sous-entenda l'origine) si pged P, ..., P,) = 1.

En pratique, on se restreint a I'étude des vecteurs d’'unt gieafespace en 2D
(ceux dont les coordonnées vérifiant> 0 ety > 0), ou d’'un huitiéme de I'espace
en 3D, les autres s’en déduisant par symétrie, dans le cas dtille rectangulaire
(anisotrope), voire d'un huitieme de I'espace en 2D et d'uargnte-huitiéme de I'es-
pace en 3D, pour la grille carrée (on considere de plus legsign par rapport aux
diagonales). Sauf mention contraire on se place toujours kdegrille carrée.

Soit £ un sous-ensemble d&'. On noteG(Z") le coned < z,, < xp—1 < ... <
x1 etG(E) = ENG(Z™). Si E peut étre entiérement reconstruit a partir@g~)
par les symétries axiales et diagonales de la grille, onwhti est G-symétriquest
on appelleG(E) le générateude E. En général on ne considéere que les masques de
chanfrein G-symétriques, ce qui permet de simplifier I'étaetla notation.
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Par exemple darig?, les distanced, etds peuvent étre définies par des masques
de chanfrein trés simples, présentés dans la figure 5.2. kquealel, est composé
de 4 vecteurs visibles pondérés &1(1,0),1), ((0,1),1),((—1,0),1), ((0,—-1),1)}.

En ne listant que le générateur des masques, le masqgliesgeréduit & ((1,0),1)}

et celui deds a {((1,0),1),((1,1),1)}. On peut encore alléger I'écriture des pe-
tits masques en notarit) = {((1,0),a) }, {a,b) = {((1,0),a), ((1,1),b)} et
(a,b,c) = {((1,0),a), ((1,1),b), ((2,1),¢) }. On obtient ainsi le masqug) pour

dy et(1,1) pourds.

Une premiére famille de distances de chanfrein a été intidgar MONTANARI
dans [MON 68], dan&? avec des poids réels. Les masques deNVIANARI ont une
taille croissante : le masqud,, est limité par le voisinage ef de taille(2n + 1) x
(2n + 1); par convention, celui associé au 4-voisinage est fidgé Les vecteurs
du masque sont les vecteurs visibles du voisinage ; le cothdgue vecteur est sa
norme euclidienne. Les premiers masques deNVANARI sont doncM, = (1),
My = (1,V/2), My = (1,v/2,V/5), voir figure 5.2. MONTANARI présente dans le
méme article des formules directes de distances entresp@ntes algorithmes de
transformation de distance (DT) et de distance inverse (RDiTseront vus plus loin.

Figure 5.2. Masques dé, ds et masques d&l1ONTANARI My, M, et M.

L'idée d'utiliser des poids entiers est probablement duetdHcH et al.en 1969
avec le masqué, 3). Il revient & approchefl, v/2) par(1,3/2), en divisant tout par
un facteur d’échelle. = 2. On trouve une apparition ultérieure ¢& 3) par Bar-
ROW et al. en 1977, pour un algorithme de mise en correspondance agipatéfer
matching[BAR 77].

C’est BORGEFORSgui popularise les distances de chanfrein avec deux atiéle
lebres. Dans [BOR 84], elle passe en revue les DT séquestiéddl la dimension 1 a
la dimension 4 pour les principales distances utiliséesnayae d’images, dont les
distances de connexité, les distances octogonales, Endeseuclidienne et les dis-
tances de chanfrein. Elle limite son étude des masques adrelmaen dimensiom
aux masques de taille 3, et propose un critére d’optimisates poids pour approxi-
mer dg. Elle préconise(3,4) en 2D, {((0,0,1),3),((0,1,1),4),((1,1,1),5) } en
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3D et{((0,0,0,1),3),((0,0,1,1),4),((0,1,1,1),5),((1,1,1,1),6) } en 4D. Dans
[BOR 86], elle reprend son étude en 2D uniquement, sur legjnessde taille 3, 5

et 7, et développe sa méthode d’optimisation. Elle préeoarsparticulier le masque
(5,7,11), qui revient & approchei, v/2,v/5) par(1,7/5,11/5). La boule de(3,4)
estun octogone, celle d&, 7, 11) est un hexadécagone ; on montre des boules de petit
rayon figure 5.3.c,d.

5 5[5[5[5[5/59 995 5 5 161516 2726252627
5[4]5 54444444445 161514131213141516 282522212021222528
54345 54333333345 151211109 10111215 252118161516182125
5432345 54322222345 141187 6 7 81114 [2722181411101114182227
543212345 54321112345 [1613107 4 3 4 7101316262116117 5 7 11162126
543210 12345 54321012345 15129 6 30 3 6 9 1215 25201510 50 5 10152025
543212345 54321112345 1613107 4 3 4 7 101316262116117 5 7 11162126
5432345 54322222345 141187 6 7 81114 2722181411101114182227
54345 54333333345 151211109 10111215 252118161516182125
545 54444444445 161514131213141516 282522212021222528
5 5[5/5/5/5/ 558598555 161516 2726252627
(@) (b) (©) (d)
13 13
2826252628 23 23 (23 5] [5] [5 [5 [§ [5 1313 8 13 8 1313
2826232120212326 28 23181918191823 4 4 4 4 4 1381313 1313 8 13
2621191615161921 26 231816141514161823 |5 (3535353 | 5 [3g13 138 13
282319141210121419232823181614 9 10 9 14161823 4 52 4 2 4 2 5 4 1313 121012 1313
26211612 7 5 7 12162126 19149 7 5 7 9 1419 5 3413143 5113813 /127 5 712 13813
25201510 50 5 1015202523181510 50 510151823 4 52 30 3 2 5 4 13 1050 510 13
262116127 5 712162126 19149 7 57 91419 |5 3 413 143 513813 127 5 712 13813
282319141210121419232823181614 9 10 9 14161823 4 52 4 2 4 2 5 4 1313 121012 1313
2621191615161921 26 231816141514161823 |5 35353 53 5 13813 13 8 13
282623212021232628 23181918191823 4 4 4 4 4 1381313 1313813
2826252628 23 23 23 5 5 |5 5 |5 § 131381381313
(e) ®) @) (hy 1313

Figure 5.3. Galerie de boules de chanfrein 2D. (a) et (b) : Boulesldet ds de rayon 5. (c) et

(d) : Normes de chanfrein classiquéx 4) de rayon 16 et5, 7, 11) de rayon 28). (e) : Masque
{((1,0),5),((1,1),7),((3,1),16) } n'induisant pas une norme car hon homogéne, alors que
toutes ses boules sont convexes (ici rayon 28). (f) : Masggug 9) avec boule de rayon 23 ni
homogene ni convexe. (g) : Masq{¥e 1) dont la boule de rayon 5 est la superposition de deux
réseaux. (h) : Masqué ((1,0),5),((1,1),7),((4,3),8),((5,1),8) } avec boule de rayon 13
en couronne.

5.3.3. Normes de chanfrein et formules directes

Bien que tous les masques de chanfrein induisent une distds@euvent avoir
des comportements trés différents, comme le montre la fi§LlBeOn cherche les
propriétés prévisibles d’'un masque, telles que la géoenééss boules, leurs symétries,
connexité, convexité et homogénéité, ainsi que des fosrditectes. La propriété la
plus forte d’'un masque est d’induire une norme.

La condition suivante de norme de chanfrein s’appuie suaitegfie tout masque
de chanfreinM induit une norme danR” (avec des\ réels). L'idée consiste a dire
queM induit une norme darg™ si les mémes valeurs peuvent étre obtenues avec des
A entiers, ce qui garanti alors I’hnomogénéité.
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Soit M = {(V;,w;) € Z" x Z}<i<m Un masque de chanfrein et sa boule
de chanfreinByp(p,R) = {q€Z" : dm(p,q) < R}. On considéreM’ =
{0+ 7/ w; hcicm € R etonposed) = conv(M’). Alors B}, est un polyedre
central-symétrique et convexe, dont les facettes sép&reein cones a I'origing.
Une facetteF de B/, est générée par un sous-ensembler = { (v';, w;) Heicn
deM;siAr =det{ v; hejcn €SttelqueA x| = 1, alorsF est diteunimodulaire
Une condition suffisante de norme est donnée par :

LeEMME 5.2 (Norme de chanfrein) Si chaque facette dB’,, est unimodulaire, alors
d a induit une norme dans le modulg™, Z).

La preuve et une version plus générale du lemme sont donage$THI 01, Thm.
4.4], ainsi qu’une analyse de la réciprogue, non triviake skction suivante présente
une méthode de construction de normes de chanfrein quig@appr ce lemme.

Un attrait majeur des normes de chanfrein est qu’elle peemied’écrire des for-
mules directes : soiM un masque de chanfrein induisant une norfiejne facette
deB) etM|r = {(V;,w;) }1<j<n s @lors pourtout poin = (y1,...,y,) dansle
cone(O,F)ona

dm(0,p) =y1 01+ +yndy (5.35)
ou dj, est appelé leléplacement élémentaip@ur la coordonnég;., avec
T
(_1)"+k v o Vik—1 Uik4+1 0 Ulnp W1
Op = —— | : : : : (5.36)
Ar : : : : :
Un,1 - Unk—1 Unk+1 - Un,n Wnp
De plus, la boule de chanfreiB, a la méme géométrie quB’y, a un facteur
—
d’échelle pres, dondz = (d1,...,d,) est un vecteur normal a la facette et B

est un polyédre convexe, dont les facettes sont délimitéelep vecteurs du masque.

Les masques usue(8, 4) et (5,7, 11) respectent bien le lemme 5.2 et on obtient
donc par (5.35) les formules directes suivantes dans leipraciant) < y < z:

—Pour(3,4) il n’y a qu’un seul cdne qui est I'octant lui-méme, dans ldqrea

(e e
1 1 4] 7Y 1 1 4

T

diz4 =" =3z+vy.

— Pour(5,7,11) il y a deux cbnes dans le premier octant : le cﬁﬁﬁ ol on a
d<577,11> = bx + Y, etle Cﬁnell, 7 ou d<577,11> =4x + 3’y
5.3.4. Construction de normes et optimisation

La construction d’une norme de chanfrein se fait par une skétapes [THI 01] ,
et lorsqu’une étape est impossible on revient en arriera epeére un autre choix :
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1) On choisit pourM un ensemble de vecteur visiblés(en général dans(Z™))
contenant au moins une baseZte Le nombre de vecteurs du masque influera pro-
portionnellement sur le temps de calcul dans les transfionsde distance. Les pon-
dérationsw; des vecteurs deviennent les inconnues du probléme.

2) On choisit une triangulation d&’ , (voir lemme 5.2) telle que chaque facette
soit unimodulaire. Dans le cas général ou les vecteuystdmnt visibles, ces triangu-
lations sont dites deAREY, voir 82.6. Dans le cas 2D les triangulations sont uniques.
En dimension supérieure on peut les construire par raffinesrseiccessifs.

3) On calcule les contraintes sur les poids pour @jg soit convexe. On peut
procéder localement par un théoréme deTEE.

4) On cherche un masque avec des poids entiers dans I'espacermtraintes.

Une autre approche est présentée parBEFORSdans [BOR 96] avec la notion
de distanceéguliére telle que tout chemin minimal (a I'ordre des vecteurs pses)
unique. Toute norme de chanfrein est réguliere au sen®@eEBFORS mais l'inverse
n’est pas vrai; les contraintes sur les poids sont ainsinolet® par une étude de cas
assez fastidieuse, et donnent souvent un résultat prodategidentique.

Par exemple, on obtient dans les deux approches les mémgaictas en 2D
pour les masque&:, b), & savoira < b < 2a, et pour les masqueg, b, c), qui sont
20 < c<3a,3c<6b<4cete<a+bd.

L'optimisation d’'un masque consiste a calculer, pour deseres fixés, les poids
qui permettent d’approximer le plus finement possible ltadice euclidienne. Deux
approches existent dans la littérature : 'une consiste léulea des poids opti-
maux réels puis a chercher une approximation entiere dasgdte des contraintes
(BoRGEFORSset al., VERWER [VER 91]) ; I'autre consiste a énumérer simplement
les masques dans I'espace des contraintes.

L'erreur par rapport a la distance euclidienne peut étreunéespar différents cri-
teéres, soit sur un hyperplary = M (BORGEFORSet al.), soit sur une sphére de
rayon R, dans les deux cas en divisant par un facteur d’échellgui est en gé-
néral le poids du plus petit vecteur du masque). Dans le greoas I'erreur est
H = (dm/e — dg)/M, mais présente I'inconvénient d’étre exagérée vers les dia
gonales. La plupart des autres auteurs préferent le seagaatec mesuré de ma-
niére équivalente sur un hyperplan = M relativement &y ; I'erreur est alors
H = (dM/E —dE)/dE

Par exemple, I'erreur relative en 2D des distanégsds, d 3 4y €tds 711y est
respectivement1,42%, 29,28%, 5,72% et1,98%.

Enfin on peut étudier soit les extrémas de I'erreur, soit stégirale. Un raffine-
ment supplémentaire consiste a calculer le facteur d’é&ehél= optimal en connais-
sant 'amplitude de I'erreur (pour des références, voir[94] [REM 01] [FOU 05]).
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5.4. Transformations de distances

Etant donnée une distandest une image binaire contenant une forigon ap-
pelleimage de distancpourd, ou encorgransformée de distancet on note DT, une
copie de I'image originale dans laquelle chaque poinkdest étiqueté a sa distance
a X avec la formule (5.8). Le calcul de DT est appatinsformation de distance
Les distances de chanfrein sont spécialement congues peua transformation soit
efficace. La distance euclidienne a fait I'objet de hombralgorithmes de transfor-
mation, et ce n'est que récemment qu’est apparu un algogithumssi efficace.

5.4.1. Distances de chanfrein

La transformation de distance de chanfrein peut étre adcelt ceci quel que soit
le masque de chanfrein considévé¢, de maniére simple grace a un algorithme en 2
passes sur une image, une passe avambroward et une passe arriere dackward
Cet algorithme, proposé par [ROS 66, MON 68], a grandemernticg au succes
de ce type de transformation de distance. La passe avaristan un parcours des
points de I'image dans un sens, par exemple le sens vidébistque la passe arriére
parcourera les points de I'image dans le sens exactemegrsgvLors de la passe
avant, la valeur de la distance en chaque point est mise @@uapport aux points
déja parcourus, ce qui revient a considérer le masque #dapt et de méme lors de
la passe arriere avec le demi-masque arrietg..

Algorithme 5 : Transformation de distance de chanfrein en 2 passes.

Données: Imagen x n, contenant une form&
Résultat: Transformée de distance DT
// Passe avant
pour j :=0an — 1 faire
pour i := 0 an — 1 faire
si(i,7) € X alors
| DT(ivj) = min((z,y),w)GMav {DT(i+xvj+y) +w}
sinon
|_ DT(4,7):=0

// Passe arriére
pour j :=n — 1 a0 faire
pour i :=n — 1 a0 faire
si(i,7) € X alors
L | DT(i,5) := min {DT(3, ), min(q,y),w)e My, DTG + 2,5 +y) + w}

Une application importante de I'image de distance estiastion locale de I'axe
médian ; la transformation de distance inverse (dont letadsest noté RDT) est une
variante de la transformation de distance, qui permet deuwegr un objet a partir de
son axe médian (voir chapitre 9).
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5.4.2. Distance euclidienne

Historiquement, les premiers algorithmes de transfownatle distance eucli-
dienne étaient basés sur une analogie avec l'algorithmeistande de chanfrein
[DAN 80] ou encore sur une mise a jour locale [RAG 93]. Or, gegraches ne pro-
duisaient pas un étiquetage exact.

Pour avoir des algorithmes corrects, il a fallu revoir leqassus et la plupart des
techniques ultérieures utilisent des algorithmes sépesatiest-a-dire des processus
qui effectuent des calculs sur les lignes, puis sur les c@sn(puis sur les rangées en
dimension 3, etc) de I'image de maniére indépendante [SAIRdur représenter la
distance de maniére exacte, nous utilisons le carré dederi@re.

Reprenons I'’énoncé de la transformée de distance eudiielien dimension 2.
Supposons une forme discrée contenue dans une image de tailex n. Nous
cherchons a calculer 'imagH = {h(i,j)} contenant le carré de la transformée en
distance. De maniére trés simple, nous avons :

h(i,j)=min{ (i —2)*+(j—y)* : 0<z,y <net(z,y) € X }.

Cette écriture peut se décomposer dimension par dimensyarHgure 5.4) :

1) construction de I'imag€& = {g(4, j)} par un traitementindépendantdes lignes,
ou pour une colonngnous avons :

g(i,j)=min{|i—2z| : 0<z <net(z,j)e X} ;
x
2) enfin,H s’obtient par le processus suivant sur les colonnes :

h(i,j):111yilr1{g(z',y)2—i—(j—y)2 :0<y<n}.

L'algorithme issu de cette décomposition engendre une &iit@ linéaire en le
nombre de points de I'image. En effet, I'étape 1 (voir algforie 6) s’exécute en 2 par-
cours de l'image contenaif, donc enO(n?), etO(n?) en dimensionl. Concernant
la phase 2 (voir algorithme 7), la complexité est la mémesaligorithme requiére
une analyse plus précise, a partir du calcul de I'envelopfggieure d’'une famille de
paraboles : considérons la colonfigi, y)} (0 < y < n) de 'imageG de la phase
1. Si nous considérons I'ensemble des parab8Jgs) = g(i,y)* + (j — v)*, la co-
lonne{h(i,y)} apres I'étape 2 est exactement la hauteur de I'envelopgeénte des
paraboleq F; } pour0 < y < n (voir Figure 5.5).

Pour calculer I'enveloppe inférieure d’'une famille de fmol@, un algorithme
existe pour rendre I'étape 2 linéaire au nombre de pointsrelis [HIR 96]. Lidée
de cet algorithme (détaillé dans I'algorithme 7, inspirgMd&l 00]) est de manipuler
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Figure 5.4. lllustration du calcul de la transformée en distance de reami
séparable (dimension par dimension).

= =
o) [a)
) )
16 16}

o]
LI 7 B e

Figure 5.5. lllustration du calcul de I'enveloppe inférieure de parde®: si[16, 1,4, 1] est une
colonne deG aprés I'étape 1 §°™ colonne dans la figure 5.4, valeurs élevées au carré), on
obtient (& gauche) I'ensemble des parabaj¢s y)* + (j — y)* et (& droite) la courbe épaisse
correspondant a I'enveloppe inférieure ; le résultat @stl, 2, 1.

une pile pour mémoriser les paraboles présentes danslogppeeinférieure en cours
d’extraction. Ensuite, a chaque fois qu’une parabole eslyage, nous pouvons avoir

a dépiler des paraboles de la pile. La complexité linéait®ketenue par le fait que
les paraboles ne sont considérées qu’une seule fois et pogilone parabole est dé-
pilée, elle est supprimée du probléme (elle ne fera pasepaeti’enveloppe). Deux
fonctions sont utilisées dans cet algorithmg/(j) = g(i,y)* + (j — y)? (ou plus
simplementF, (j) lorsque; est donné par le contexte) représentant 'ordonnée d’'une
parabole, et la fonctioSep® (u, v) (ou simplemenSep(u, v)) représente I'abscisse de
I'intersection de deux paraboles consécutives :

Sep(u,v) = (v2 —u® 4+ g(i,v)? — g(i,u)?) div (2(v — u))

Pour certaines applications, il est parfois nécessaire@taariser a chaque point
de X, non seulement sa distance au complémentaire, mais aumsids points dis-
crets du complémentaire les plus proches. Une telle décsitipoest appelééa-
ture transform tesselation de RICHLET [BOR 86] ou encore fonction bissectrice
[COU 07]. Dans le cas ou nous ne souhaitons qu’un seul rapaEgaedu complémen-
taire, nous pouvons tres facilement modifier les algorith@et 7 pour résoudre ce
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Algorithme 7 : Phase 2 de SEDT.

Algorithme 6 : Phase 1 de SEDT.

Données: La carte de distanceg donnée a la

phase 1 de I'algorithme

Données: X forme binaire dans une Résultat: La carteh des valeurs de la SEDT

imagen x n 0 11 fai
Résultat : Carteg contenant I'EDT selon pour z.e_[ ne l a|.re .
I'axe desz a:=0; 3[01] =0; i[?].'_ o
. . pour j :=1an — 1 faire
pour]_ % [On %1]Ifalre tant que (g > 0) et '
51(0,7) € X slors g tll) > 7t e
) = U q:=q— 1
sinon sig < 0 alors
0,7) := o0;
L 9(0,9) |

q:=0;s[0] :=7;

pour i :=1an — 1 faire
si(i,j) € X alors

| 9(i,4):=0;
sinon

sinon
w := 1+ Sep(s[q],J);
siw < n alors

L q:=q+1;slg:=j;
L g(i,5) :=14g(i—1,5); Hal s
pour i :=n — 2 a0faire o . _
sig(i +1,7) < g(i, ) alors pOUfhj =n— ]1L_a0 fa‘ur.e
L g(i,5) :==1+g(E+1,5); (,5) := Fofg) (3);
B sij = t[g] alors
L g:=q—1

Figure 5.6. Algorithmes pour le calcul de la transformée en distance
euclidienne d’'un objet discret en dimension 2.

probléme avec la méme complexité. Si nous voulons obten# les points du com-
plémentaires, donc équidistants du pointXieconsidéré, les algorithmes présentés
peuvent aussi étre modifiés mais nous avons de maniere &idersur-codt pro-
portionnel au nombre de points équidistants [COU 07]. Reonams que cette trans-
formation correspond exactement a l'intersection enersplace discret? et le dia-
gramme de Voronoi continu [PRE 85, BER 00] des points du cémehtaire.

Pour conclure sur ce paragraphe, nous avons présenté deshahgs efficaces
(nombre de passes constant sur I'image) pour obtenir unettige en distance eu-
clidienne exact, ce qui permet un description compléterrsaitopique des objets
discrets.

5.4.3. Quelques exemples

La figure 5.7 montre des exemples de transformées de distaans le chapitre 1,
la figure 1.19 du chapitre présentait deux représentatassicjues de la transformée
en distance : sous forme de fonction de hauteur ou sous urerigue de niveaux de
gris cycligue réduite pour mieux observer les fronts de agapion. En dimension 3
(voir figure 5.8) , la visualisation se fait par coupe dansdkeime.
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555| |55555 111 11111
557107 5 5 71010105 112421124441
5 7 10111411101011141510 5 24585445189 41
51014161816151516181510 5 4 81013109 9 1013 9 41
5 1015202221202021181410 5 4 9162017 161617 13 8 41
510152021181615161611 7 5 4 916171310 9 1010 52 1
510141816 141110111410 5|: 4 813108 5 4 5 8 41|:
5 7111411107 5 7 10107 5 2585 4212 4421
124211 11121

111 11

Figure 5.7. DT pour (5,7, 11) (& gauche) etl7; (a droite).

Figure 5.8. Représentation d’'une transformée en distance 3D par coape d
le volume (ici avec une palette circulaire de niveaux de)gris

5.5. Distances géodésiques

5.5.1. Visibilité dans un domaine discret et distance géodésiques

En géométrie algorithmique classique, la notion de visége définit de la ma-
niére suivante : étant donné un domaine avec des obstadiggppaux, un point est
visibled’un autre si le segment entre ces deux points ne rencordrmaibstacle. En
se basant sur cette définition, nous pouvons définir la nolgochemin géodésique.
Considérons deux points et le graphe de visibilité dont tearsets sont les som-
mets des obstacles polygonaux et les deux points considé®sarétes de ce graphe
correspondent a la relation binaire de visibilité, et sangeérées par la distance eu-
clidienne. Ainsi, le chemin géodésique (ou plus court cim@rantre les deux points
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correspond au plus court chemin dans le graphe précéde (BECOR 90]. La
figure 5.9 illustre ces différentes définitions.

g

Figure 5.9. lllustration des définitions : a gauche, tous les points dinsone bleue sont vi-
sibles du point rouge. A droite, construction du graphe aghilité et du plus court chemin (en
gras) entre le point rouge et le point bleu.

En géométrie discrete, nous considérons un domaine donbkiacles sont des
ensembles de pixels connexes. Une premiére définition deliésdiscrete a été pro-
posée par [SOI 99]. Celle-ci se base sur le tracé de droitBRE [65] : le test de vi-
sibilité consiste a tracer le segment dREBSENHAM entre les deux pixels et a vérifier
gu’aucun obstacle n’est rencontré. En se basant sur cdititioé, SOILLE propose
aussi un calcul de chemin géodésique, nous reviendrongtarapproche ultérieure-
ment. En utilisant un processus de calcul de visibilité nlois pasé sur une droite de
BRESENHAM mais sur I'ensemble des droites joignant deux pixels, aneawodéli-
sation de cela basée sur la préimage associée (voir pahegrape version optimisée
de ce test de visibilité a été proposée dans [COE 04].

5.5.2. Transformée en distance géodésique basée sur une distarahdnfrein

Etant donné une objet discrat représentant le domainé&(correspondra donc
aux obstacles ainsi qu’au fond) et un paihe X, la transformée en distance géodé-
sique consiste a étiqueter tous les pointsdpar leur distance géodésique minimale
a A. Dans le cas de la distance géodésique, les approches lsasédes masques
offrent une solution trés efficace. En effet, a partir du nuasty! et de ses déplace-
ments élémentaires considérés, nous pouvons construgeaphe d’adjacence pon-
déré sur lequel nous pouvons appliquer un algorithme gassie plus court chemin
dans un graphe comme celui d&RSTRA [PIP 87]. Pour implémenter cet algorithme
de plus court chemin, nous pouvons utiliser files de priorité(ou bucket listeen an-
glais). Cette structure est classique en algorithmiqui par exemple [COR 90]) et
son utilisation pour le calcul de distance géodésique pago@a été proposée par
[VER 89]. Celle-ci nous permet d’avoir un algorithme & cofifforme pour I'étique-
tage en distance géodésique.
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Cette structure, illustrée figure 5.10, est construite @gan suivante : nous consi-
dérons une collection de files FIFO indicées par un edtiBour notre probléme, tous
les pixels se trouvant dans la file d’indi¢esont a une distancéde notre point d’ori-
gine. Le principe de I'algorithme de plus court chemin bagécstte technique est le
suivant : I'algorithme commence par ajouter le poindans la file d’indicé). Ensuite,

a chaque étape on dépile un pixel encore non visité, de la file d'indice minimum

non vide, notéel,,.;,,, et pour chaque voisi?V de P dans le masque considéré, nous
ajoutons, a la file d’indiced, i, + W(m), ou W(P—>N) correspond au poids associé
au déplacemenﬁv) dans le masque de chanfrein utilisé. Cette structure petomet

o d .. d+W(PN)

Figure 5.10. Structure de files de priorité : ensemble de files FIFO indicée
par la distance au pixel sourca.

une implémentation trés efficace de l'algorithme deK3TRA. De plus, [VER 89]
proposent une gestion des allocations des files trés eficpae exemple, nous pou-
vons réutiliser les files de maniére circulaire une fois qglkes-ci sont vides.

5.5.3. Transformée en distance géodésique basée sur une vigidliscréte

L'idée principale de I'algorithme est la suivante : pourgdes points visibles de-
puis le point sourcel, I'étiquetage en distance géodésique est trivial puisqatres-
pond exactement a la distance euclidienne calculée a gantiecteur de déplacement
(ds,d,y). Par contre, si un poin® n’est pas visible depuis la source, nous initialisons
un nouveau processus d'étiquetage en visibilité a parti.d&@nsi, nous étiquetons en
distance les pixels visités, visibles e par la distance entrB et la source originale
A alaquelle nous ajoutons la distance euclidienne entreaiatspetP.

Comme pour les approches basées sur un masque de chanfreaqiee instant de
I'algorithme il nous faut aussi gérer une structure de fil€sIpour qu’a chaque pixel
soit bien stockée la valeur minimale en distance géodéskué plus de détails sur
les algorithmes basés sur cette visibilité discréte, vaus/@z vous référer a [SOI 99,
COE 04].
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5.5.4. Transformée en distance géodésique en dimension supégeur

Dans la cas des approches basées sur une distance de chadafgénéralisation
des algorithmes de transformée est triviale : nous restomsree structure de graphe
pondéré dans lequel nous allons lancé un algorithme de pluschemin en utilisant
la structure de files FIFO (voir [KIR 93] par exemple). Pous Epproches basées
sur la visibilité discréte, les techniques d’optimisatmoposées dans [COE 04] ne
peuvent plus s’appliquer en dimension 3 et plus. Cepentidgotithme basé sur un
tracé de droite explicite comme dans [SOI 94] est génétaéshe paragraphe suivant
présente quelques illustrations en dimension 3.

5.5.5. Quelques exemples

La figure 5.11 présente tout d’abord quelques résultatsldaas 2D. Elle permet
aussi d'illustrer une comparaison entre la technique bageka visibilité discréete et
les approches basées sur des masques de chanfreindhadtsi(,). La figure 5.12
présente une transformation en distance géodésique emslome3 en utilisant un
calcul de visibilité basé sur un tracé de droite d&eEBENHAM 3D [COE 04].

-8 e N
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Figure 5.11. Analyse expérimentale de I'étiquetage en distance géguiéside haut en bas :
I'étiquetage avec la distance géodésique basée sur lardistauclidienne, avec la distande
et enfin avec la distanaé...
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() (b)

Figure 5.12.Exemple d’'étiquetage en distance géodésique 3b):étiquetage en distance
géodésique complet &) seuillage de la distance pour mieux observer les structumesnes
du front d’onde.

5.6. Conclusion

Ce chapitre nous a permis de définir proprement les notiordisiences et de
normes dans I'espace discret, et de passer en revue legpplascdistances discrétes
utilisées en analyse d’'image, en particulier les distadleeshanfrein. La recherche
est trés active dans le domaine théorigue comme dans celaigerithmes de trans-
formation de distances ainsi que le montrent les résuléatsnts, avec de nouveaux
algorithmes pour la distance euclidienne au carré, exactowe dimension et li-
néaires en le nombre de points de I'image. Ces progrés baatrt directement a la
compréhension des propriétés de I'axe médian, étudié aqitch.
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