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Résumé

Nous nous intéressons au pouvoir d’expression de contraintes représentées par des
formules générales du premier ordre avec pour seul symbole de relation ’égalité et
pour symboles de fonctions les éléments d’un ensemble infini F'. Le domaine choisi est
I’ensemble des arbres dont les noeuds, en nombre éventuellement infini, sont étiquetés
par les éléments de F. L’opération associée & chaque élément f de F', d’arité n, est
Papplication (aq,...,a,) — b, ou b est I'arbre dont le nceud initial est étiqueté f et
dont la suite de fils est aq, ..., a,.

Nous examinons tout d’abord des contraintes faisant intervenir de longues suites
alternées de quantificateurs 3V3V. ... Nous montrons comment exprimer les positions
gagnantes d’un jeux & deux adversaires par de tels contraintes et appliquons nos ré-
sultats & deux exemples de jeux.

Nous construisons ensuite une famille de contraintes trés expressives, inspirée d’une
démonstration constructive d’un résultat de complexité de Pawel Mielniczuk. Cette
famille fait intervenir le nombre immensément grand «(k), obtenu en évaluant de haut
en bas une tour de puissances de 2 de hauteur k. Elle nous permet, en une contrainte de
longueur au plus proportionnelle & k, de définir un arbre ayant exactement «(k) nceuds
ou d’exprimer le résultat d’une machine Prolog exécutant au plus a(k) instructions.

En remplacant la machine Prolog par une machine de Turing nous retrouvons le
résultat suivant de Sergei Vorobyov : la complexité d’un algorithme décidant si une
contrainte sans variable est vraie, ne peut étre majorée par une fonction obtenue par
composition finie de fonctions élémentaires (comprenant ’exponentiation).

Enfin, profitant du fait que nous disposons d’un algorithme pour résoudre de telles
contraintes dans toute leur généralité, nous effectuons un ensemble de benchmarks
permettant de départager les exemples réalisables des exemples purement spécula-
tifs. Nous arrivons notamment & résoudre des contraintes faisant intervenir des suites
alternées de plus de 160 quantificateurs.

1 Introduction

L’algebre des arbres (éventuellement) infinis joue un role fondamental en informatique.
Elle modélise aussi bien des structure de données que des schémas ou des déroulements
de programme. Dés 1976, Gérard Huet a proposé un algorithme pour unifier des termes
infinis, c’est-a-dire résoudre des équations dans cette algebre [11]. Bruno Courcelle a étu-
dié les propriétés des arbres infinis notamment dans le cadre des schémas récursifs de
programme [8, 9]. Alain Colmerauer a modélisé le fonctionnement de Prolog II, III et IV
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par résolution d’équations et de diséquations dans les arbres infinis [4, 5, 6, 1]. Michael
Maher a proposeé et justifié une théorie compléte de I’algébre des arbres infinis [12]. Entre
autres il a montré que dans cette théorie, et donc dans l'algébre des arbres infinis, toute
formule du premier ordre était équivalente & une combinaison booléenne de conjonctions
d’équations quantifiées (entiérement ou partiellement) existentiellement. Sergei Vorobyov
a montré qu’aucun algorithme pour décider si une telle formule, sans variables libres, est
vraie dans l'algébre des arbres infinis n’a une complexité majorée par une composition fi-
nie de fonctions élémentaires comprenant 1’exponentiation [14]. Pawel Mielniczuk a montré
un résultat analogue dans la théorie des arbres avec traits, mais avec une méthode plus
constructive, qui a inspiré certains de nos exemples [13].

Pour notre part nous avons développé un algorithme pour résoudre des contraintes
générales du premier ordre dans l’algébre des arbres [10]. L’objet de ce papier n’est pas
de présenter cet algorithme, mais des exemples, d’abord imaginés pour le tester, puis
développés pour montrer ’expressivité de contraintes aussi générales. Le papier est organisé
comme suit.

(1) Nous terminons cette premiére section en précisant les notions d’algébre des arbres
infinis et contraintes du premier ordre dans cette algebre.

(2) Dans la deuxiéme section, nous examinons des contraintes faisant intervenir de
longues suites alternées de quantificateurs dv3V . ... Nous montrons comment exprimer les
positions gagnantes d’un jeu & deux adversaires par de telles contraintes et appliquons nos
résultats & deux exemples.

(3) Dans la troisiéme section, nous nous intéressons a la famille de contraintes la plus
expressive que nous connaissons et qui fait intervenir le nombre immensément grand «(k)
obtenu en évaluant de haut en bas une tour de puissances de 2 de hauteur k. Avec des
éléments de cette famille, de taille linéaire en k, nous contraignons une variable & étre égale
a un arbre fini, dont le nombre de noeuds est a(k), et nous exprimons le résultat d’une
machine Prolog exécutant au plus «(k) instructions. En remplacant la machine Prolog
par une machine de Turing nous retrouvons le résultat de complexité de Sergei Vorobyov
mentionné au début de cette section. Cette partie a été fortement inspirée par le travail de
Pawel Mielniczuk [13].

(4) Nous terminons par quelques remarques et notamment des benchmarks départa-
geant les exemples réalisables des exemples purement spéculatifs.

1.1 L’algébre des arbres infinis

Les arbres sont des objets bien connus en informatique. En voici quelques-uns :
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Leurs neeuds sont étiquetés par les symboles 0, 1, s, f d’arités respectives 0,0, 1,2 pris dans



un ensemble F' de symboles fonctionnels, ensemble que nous supposerons infini. On re-
marque que seul le premier arbre a un ensemble fini de nceuds mais que le deuxiéme a
quand méme un ensemble fini (de formes) de sous-arbres. Nous désignerons par A 1’en-
semble de tous les arbres' construits sur F.

On munit I’ensemble A d’un ensemble d’opérations de constructions®, une pour chaque
élement f € F. Elle consiste en l'application (ajp,...,a,) — a, ou n est larité de f
et a 'arbre dont le nceud initial est étiqueté f et dont la suite de fils est aq,...,a,.
Schématiquement on a :

On obtient ainsi ’algébre des arbres infinis construits sur F', que 'on note (A, F').

2

1.2 Les contraintes d’arbres

Nous nous intéressons au pouvoir d’expression de contraintes représentées par des for-
mules du premier ordre avec pour seul symbole de relation 1’égalité et pour symboles de
fonctions les éléments d’un ensemble infini F'. Ces contraintes d’arbres seront de 'une des
neuf formes

s=t, vrai, faux, =(p), (pAq), (pVq), (p — q), Jxp, Vp,

ou p et ¢ sont des contraintes d’arbres plus courtes, x une variable prise dans un ensemble
infini et s,t des termes, c’est-a-dire des expressions de I'une des formes

xT, ftl...tn

avec n > 0, f € F et d’arité n et les t; des termes plus courts.

Les variables représenteront des éléments de I’ensemble A des arbres construits sur F
et les symboles de fonctions f seront interprétés comme des opérations de construction
dans ’algeébre des arbres infinis (A, F'). Une contrainte sans variable libre sera donc vraie
ou fausse et une contrainte p(z1,...,x,) faisant intervenir n variables libres z; établira
une relation n-aire dans I’ensemble des arbres.

2 Longues imbrications de quantifications alternées

On introduit tout d’abord les notions de positions k-gagnantes et k-perdantes et on
les illustre & travers deux exemples de jeux & deux adversaires. On montre comment ex-
primer, dans un domaine quelconque, ’ensemble des positions k-gagnantes d’un jeu par

!Plus précisément on définit d’abord un neud comme un mot construit sur l’ensemble des entiers
positifs. Un arbre a, construit sur F', est alors une application de type F — F', oi F est un ensemble non
vide de noeuds dont chaque élément iy ...i, (avec k > 0) respecte deux conditions : (1) si k > 0 alors
i1...9ka € E, (2) si larité de a(i1...ix) est n alors, ’ensemble des nceuds de E de la forme i1 ... ixipm
s’obtient en donnant a ir4 les valeurs 1,...,n.

2En fait, 'opération de construction associée au symbole n-aire f de F est Papplication (a1, ...,an) — a,
ol les a; sont des arbres quelconques et a est I’arbre défini comme suit & partir des a; et de leurs ensembles
E; de nceuds : 'ensemble E de nceuds de a est {e} U{iz|z € E; et i € 1.n} et, pour tout = € E, si
x =c¢€,0naa(r) = f et si z est de la forme iy, avec 7 un entier, a(z) = a;(y).



une contrainte. On termine la section par des contraintes d’arbre exprimant les positions
k-gagnantes des deux exemples de jeux et faisant intervenir une imbrication de 2k quanti-
fications alternées.

2.1 Positions gagnantes dans un jeu a deux adversaires

On se donne un graphe orienté (V, E') constitué d’'un ensemble V' de sommets et d’un
ensemble £ C V x V d’arétes. On permet que V et E soient infinis et on appelle aussi
positions les éléments de V. On consideére le jeu a deux adversaires qui, étant donnée une
position initiale xq, consiste & tour de role a choisir une position 7 telle que (xg,x1) € E,
puis une position o tel que (z1,x2) € F, puis une position x3 tel que (z2,x3) € E et ainsi
de suite... Le premier qui ne peut plus jouer a perdu et l'autre a gagné. Par exemple les
deux graphes infinis suivants schématisent les jeux suivants :

03—=13—=23—=33—
02=—12<22=—32~—

01—11—21—31—

T TN e e
L N 00~ 10~ 20~—30~—

Jeu 1 On se donne un entier po- Jeu 2 On se donne un couple (i,7) d’entiers positifs
sitif ou nul ¢ et & tour de rdéle ou nuls et & tour de réle on choisit 'un des deux en-
on soustrait 1 ou 2 de ¢ sans ja- tiers 4,j. Suivant que U'entier choisi u est impair ou
mais rendre ¢ strictement négatif.  pair on augmente ou on diminue l'autre entier v de 1
La premiére personne qui ne peut sans jamais le rendre strictement négatif. La premiére
plus jouer a perdu. personne qui ne peut plus jouer a perdu.

Soit & € V un sommet quelconque du graphe orienté (V, E) et supposons que ce soit
au tour de la personne A de jouer. La position x est dite k-gagnante si, quelle que soit la
fagon de jouer de l'autre personne B, il est toujours possible que A gagne en jouant au
plus k coups. Elle est dite k-perdante si, quelle que soit la facon de jouer de A, il existe
toujours une facon de jouer pour B qui a pour effet que A perde et joue au plus k coups.

Considérons les deux graphes précédents et marquons +k les positions qui sont k-
gagnantes et —k les positions qui sont k-perdantes, avec chaque fois k le plus petit possible.
Le sommet 0 du premier graphe et le sommet (0,0) du deuxiéme graphe étant les seuls
sommets O-perdants, on les marque de —0. En partant des sommets marqués —0 et en
remontant les fleches & l'envers on détermine, par vagues successives, les ensembles de
sommets & marquer : +1, —1, +2, —2, 43, —3, .... On obtient

Y S
R S 2 vE



et on se convainc que ’ensemble des positions k-gagnantes du premier jeu est
{i € N|i < 3k et i mod 3 # 0}
et celui du deuxiéme
{(i,5)) € N?|i+j < 2k et (i+4) mod 2 = 1}.

ol N est ’ensemble des entiers naturels.

2.2 Expression des positions k-gagnantes par une contrainte

Donnons nous un domaine D, c’est-d-dire un ensemble non vide et un jeu a deux
adversaires représenté par le graphe G = (V, E), avec V C D. Nous allons exprimer les
positions k-gagnantes de (G par une contrainte dans D faisant intervenir une imbrication
Jv3... de 2k quantificateurs alternés.

Introduisons dans D les propriétés coup, gagnant,, et perdant;, définies par

coup(z,y) < (z,y) € E,
gagnant,(r) <« x est une position k-gagnante de G, (1)
perdant,(x) <« x est une position k-perdante de G.

Dans D on a alors les équivalences, pour tout k£ > 0 :

gagnant(x) — faux,

gagnanty  1(x) <« 3Ty coup(x,y) A perdanty(y), (2)
perdant;, () — Vy coup(z,y) — gagnanty(y).

Contrairement & ce que l'on pourrait croire, il s’ensuit qu’on a bien :
gagnanty(x) — gagnanty, (v), perdanty(x) — perdant,,(x).

En effet, de la premiére et de la derniére équivalences de (2) on conclut que ces implications
sont vraies pour k = 0 et, si I’on suppose qu’elle sont vraies pour un certain k > 0, des
deux derniéres équivalences de (2) on conclut qu’elles le sont aussi pour k+1.

De (3) on déduit une formulation explicite de gagnant,,, pour tout k > 0 :

[ 3y coup(x, y) A (]
Jx coup(y, x) A = (
3y coup(z,y) A —=(
Jx coup(y, x) A = (

—

gagnant,(z) < |... (3)

Jy coup(z, y)
3z coup(y, x)

A~
A

—

~— —~

faux ).
——
L 2k

ou bien entendu toutes les quantifications portent sur des éléments de D. En descendant
les négations, on obtient ainsi une imbrication de 2k quantificateurs alternés.

Dans ’équivalence (3) on peut utiliser une définition de coup plus générale que celle
donnée en (1). On remarque que, pour tout entier k positif ou nul, on a la propriété
suivante :



Propriété 1 Soient trois graphes orientés de la forme G; = (V1,E1), Go = (Va, E2) et
G = (V1UVa, E1UE5). Les graphes G et G ont le méme ensemble de positions k-gagnantes
si & la fois :

1. les ensembles de sommets V) et Vs sont disjoints,

2. pour tout x € V3, il existe y € V, avec (x,y) € Es.
En effet, de la premiére condition on déduit que F; et Fs sont disjoints et donc que l’en-
semble des positions k-gagnantes de GG est 'union de I’ensemble des positions k-gagnantes
de G avec ’ensemble des positions k-gagnantes de GGo. Ce dernier ensemble est vide du
fait de la deuxiéme condition.

On en conclut que :

Propriété 2 (Relation coup généralisé) L’équivalence (3) est aussi vraie pour toute
relation coup respectant les deux conditions :

1. pour tousx € V ety eV, coup(z,y) < (r,y) € E,
2. pour tout x € DV il existe y € D—V tel que coup(z,y).

2.3 Formalisation du jeu 1 dans P’algébre des arbres infinis

Reprenons le jeux 1 introduit a la section 2.1. Prenons comme domaine D I’ensemble A
des arbres construits sur un ensemble F' de symboles fonctionnels comprenant notamment
les symboles 0, s, d’arité respectives 0,1. Codons les sommets ¢ du graphe du jeu par les
arbres® s%(0). Soit G = (V, E) le graphe ainsi obtenu.

Pour relation coup généralisée on peut alors prendre dans 1’algébre des arbres infinis :

coup(z,y) T x=s(y) Ve =s(s(y) V (=(z = 0) A ~(Fuz=s(u)) A w=y)

et d’apres la propriété 2 I’ensemble des positions k-gagnantes du jeu 1 est ’ensemble des
solutions en x de la contrainte gagnant(z) définie en (3).
Par exemple, pour k& = 1 la contrainte gagnant,(z) est équivalente a

x=s5(0) Vz=s(s(0))
et pour k=24

z=5(0) Vr=5(s(0)) Vao=s(s(s(s(0)))) V& = s(s(s(s(s(0)))))

2.4 Formalisation du jeu 2 dans ’algébre des arbres infinis

Reprenons le jeu 2 de la section 2.1. Prenons comme domaine D l’ensemble A des
arbres construits sur un ensemble F' de symboles fonctionnels comprenant notamment les
symboles 0, f, g, ¢, d’arités respectives 0, 1, 1,2. Codons les sommets (7, j) du graphe du jeu
par les arbres c(i,]) avec i = (f¢)2(0) si i est pair, et 7 = g(i—1) si ¢ est impair®. Soit
G = (V, E) le graphe ainsi obtenu.

Le lecteur perspicace se convaincra que pour relation généralisée coup on peut prendre
dans 'algébre des arbres infinis :

coup(z,y) o transition(z,y) V (-(JuFvz=c(u,v)) Nz=y)

3Bien entendu, s°(0) = 0 et s (0) = s(s*(0)). ,
“Bien entendu, (f9)° () = @ et (f9)™* (z) = (f9)'(f(9(2)))-

N



avec

[Fu Jv Jw
(x=c(u,v) Ny=c(u,w)) V
def (z=c(v,u) Ny=c(w,u))

transition(z,y) = A

_(Eliu:g(i) A succ (v,w)) V
(=(Fiu=g(i)) A pred (v, w))] |

seclow) % [(BIv=g0) Aw=7@) v]
’ |(=(Fv=9(j)) Nw=g(v))
et [B
o) sromatn [P0 Dy
(=G v=r0) A =(Fjv=90)) A
|~(v=0) ANw=v) |

D’apres la propriété 2 ’ensemble des positions k-gagnantes du jeu 2 est l’ensemble des
solution en x de la contrainte gagnant; (x) définie en (3).
Par exemple, pour k = 1 la contrainte gagnant, () est équivalente &

z=¢(9(0),0) Vz=c(0,9(0)))

et pour k=24

3 Quasi universalité des contraintes dans les arbres

Aprés toutes ces quantifications, nous abordons des contraintes tellement expressives
que leur résolution devient quasi indécidable.

3.1 Une contrainte définissant un arbre fini énorme
_2
On pose a(k) = 2% | avec k occurrences de 2. Plus précisément on prend

a(0) =1, alk +1) =200

avec k > 0. La fonction « croit d'une fagon stupéfiante, puisque «a(0) = 1, o(1) = 2,
a(2) = 4, a(3) = 16, a(4) = 65536 et a(5) = 26936, Lentier a(5) est donc supérieur &
1029999 yn nombre probablement bien supérieur au nombre d’atomes constituant I'univers
et au nombre de nanosecondes qui se sont écoulées depuis sa création !



On suppose que I’ensemble d’arbre A est construit sur un ensemble F' de symboles fonc-
tionnels comprenant notamment les symboles 0,1, 2, 3, s, f, d’arités respectives 0,0, 0,0, 1, 4.
Pour k > 0 introduisons la contrainte :

énorme () def 5, triangle (3, x, z,0)

avec toujours pour k > 0,

triangle o(t, z, z,y) = z=xANz=y
[Elul El’LLQ Z:f(.T, Uy, u2, y)]
A
[Vt vy V2! i
=1Vt =2)A
of triangle y(t', 2, 2/, y/)| (4)

. d

triangle 41 (¢, x,2,y) = -
(t'=1A formel (y)) V

Ju v forme2 (u,y’,v) A
(t=1 — transl (u,v)) A

(#'=2A (t=2 — trans2(u,v)) A
LL (t=3 — trans3(u,v)) 1]
et

formel (x) def Juy ... Jug z= f(ur, f(ug,u,us, u), f(us, us,us, us), uy)
forme2(x, z,y) def Juy ... Jug z= fu, f(u1,ua, us, x), f(y,uq, us, ug), ug)
transl (x,y) def Juq ... Jugx=fug,ug,us,ug) A (y =uz2 Vy=us) (5)
trans2 (x,y) ©F transl (x,y) Ve =y
trans3 (z,y) e = s(y)

Convenons que la taille |p| d’une contrainte p est le nombre d’occurrences de tous les
symboles a l'exception des parenthéses et des virgules. (Les contraintes pourraient étre
écrites en notation infixée.) On a la double propriété :

Propriété 3 (petite contrainte, gros arbre)

|énorme j(x)| = 9 + 158k et énormey(z) « x=s*®=1(0).

Pour montrer 1’égalité, il suffit de compter :

|énorme ()| = |triangle(t,z, z,y)| + 2,
|triangleo(t,z,z,y)] = T,
|triangle g1 (8, x, z,y)| = |triangle(t,z,z,y)| + (54 + 27 + 23 + 27 4 23 + 4)

et de conclure. La démonstration de ’équivalence (dans l'algébre des arbres infinis) fait
I’objet de la prochaine sous-section.



3.2 Preuve de la deuxiéme partie de la propriété 3

Ecrivons z{f, k1, ..., km }y pour signifier que x est un arbre dont la racine est étiquetée
f et qu'il existe i € {kq,...,kn,} tel que l'arbre y soit le i-iéme fils de z. Convenons aussi
que :
.Cl?{f, k‘l,...,k‘m}oy — =1y,
o{f k1, ok "y Ju{f k. kmyu Au{f, ko ki Yy

avec n > 0.

Compte tenu de la définition de énorme(z), pour montrer la deuxiéme partie de la
propriété 3 il suffit de montrer que dans 'algébre des arbres on a la derniére des trois
équivalences :

(3z triangle (1,2, 2,y)) « x{f,2,3}*F) 1y
(32 triangle(2,2,2,y)) < Vitg ' ={f,2,3}y (6)
(3z triangle (3, x, 2,y)) < x{s, 1}2FE)1y

Montrons par induction sur k que les trois équivalences sont vraies. Elles sont vraies pour
k = 0. Supposons qu’elles soient vraies pour un certain & > 0 et montrons qu’elles sont
vraies pour k+1. De (4) on déduit tout d’abord que

[[Fuy Jug z= f(z, ur, ug,y)]
AN
gy
(32 triangle (1, z,2',y')) —
formel (y')
A
vy
(32 triangle (2, 2,2, y')) —
Ju Jv forme2 (u, y', v) A
(t=1 — transl (u,v))
(t=2 — trans2 (u,v))
L | (t=3 — trans3 (u,v))

triangle ;1 (t, z, 2,y) <

A
A

Du fait que 'on a supposé les équivalences (6) vraies pour k et en se servant des nouvelles
notations, on a

[[2{f, 1w A 2{f,4}y]
A

iy

Z{f, 2, 3}a(k:)—1 N
| formel (y')

VAN
triangle o (t, z,2,y) < vy .

V™ (12,31 /) -
Ju v forme2 (u, y', v) A
(t=1—u{f,2,3}v)A
(t=2—-u{f,2,3}vVu=uv)A
| (t=3— u{s,1}v)




du fait que le haut de I'arbre z satisfaisant formel (z) et le haut de I'arbre z satisfaisant
forme2(x, z,y) sont respectivement de la forme

X

ZbN 7'

f f
f f
7N /IN
Xy
le haut de l’arbre z satisfaisant triangle (¢, x, z,y) est de la forme

ak)1 -

ak) -

a(k)+1

X Yy

Il s’ensuit que

[[2{f, 2} A z{ f, 32Ny |
VAN
ALY
Yy 2{f, 2,3}y —
Ju Jv ]
y'{f. 2 uny'{f.3}v
AN
[V Yu Vo
2{f, 2,3}k g/ A ] e
3z triangle i (t, @, 2,y) — 3z | [|V'{f,2}u Ay {f,3}v -
AN
(AL '
Yy Yu Vo V' Vo'
[2{f,2,3}y A
y{f, 20 AW {f, 3 Ry A | —
|y {f, 3} AV, 2}ekyig A

[(t=1— u{f,2,3}v) A
(t=2—u{f,2,3}vVu=v)A
(t=3— u{s,1}v)

10



Du fait que, dans un arbre binaire, le nombre de nceuds de profondeur n est égal a 2™,

T=Ul N Ug (1) =Y N

a(k+H)—-1
A

3z triangle kg (t, 7,y, 2) <> Jug ... Sugm (t=1— w;{f, 2,3 ui1) A
(t=2 = wi{f,2,3}uips V ui=usps) A
(t=3 — ui{s, L uin

On conclut qu’on a bien les équivalences (6) pour k+1, ce qui termine la démonstration.

3.3 Expression d’un programme logique effectuant une multiplication

Soit étape (x,y) une formule faisant intervenir deux variables libres x et y. Si on modifie
la formule triangle(t,x, z,y) en posant

trans3 (x,y) def x=yV étape (z,y)

et si on introduit la formule

itération i (z,y) df 3, 30 triangle (3, z, z,u) A trans3 (u,y)

on a alors
Ot(k) n
itération i (z,y) < \/ (Fuo ... Jup z=up ANup=y A /\ étape (wi1,u;)) (7)
n=0 1=1

La relation binaire définie par itération est en quelque sorte une fermeture transitive limitée
de la relation binaire définie par étape.

Soit T' la théorie des arbres, c’est-a-dire un ensemble de propositions du premier ordre
suffisant pour déduire toute propriété des arbres exprimable sous forme d’une proposition
du premier ordre. D’aprés la programmation logique, la formule

fois (s'(0), s7(0), z),

dans la théorie

ViV Vk VK

(fois (0,4,0) « vrai) A
T U< (fois (s(2), j, k') « fois (i, j,k) A plus (j,k, k")) A

(plus (0, 7, j) — vrai) A

(plus(s(i), j, s(k)) < plus (i, j, k)) A

est équivalente & o
x = s"7(0).

Compte tenu du fonctionnement des interpréteurs Prolog et d’apres I’équivalence (7), il
s’ensuit que, dans ’algébre des arbres, la contrainte

itération (c(f(s'(0),s7(0),z), 0), 0)
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avec

Jid7 3k 3K 31
| @=er0,5.0), 1 A y=1) y
étape (z,y) = |(x=c(f(s(i),5, k), 1) N y=c(f(i,j,k), cp(j,k, k), 1)) V
(.Q?:C(p(o,j,j), l) A y:l) v
(z=c(p(s(2),5,s(k)), 1) N y=c(p(i,j,k), 1)) v

est aussi équivalente &

mais & condition que i(j+2)+1 < a(k). Pour k = 5 on peut considérer que cette condition
est quasi satisfaite. On dispose ainsi un moyen systématique de remplacer un programme
logique par une contrainte dans les arbres.

3.4 Universalité versus complexité

A la place d’'une machine Prolog on peut prendre une machine de Turing M, et exprimer
par étape (z,y) le fait que M puisse passer de la configuration x a la configuration y en
exécutant une instruction. On en conclut que :

Propriété 4 Le résultat de 'exécution d’une machine de Turing, exécutant au plus a(k)
instructions, peut s’exprimer par une contrainte d’arbres, de dimension inférieure ou égale
a un nombre proportionnel o k

Ici encore en prenant k£ = 5 on pourra exprimer tout ce que ’ordinateur le plus puissant
pourrait calculer. Les contraintes d’arbres ont donc un pouvoir d’expression quasi universel
ce qui a pour conséquence que la complexité des algorithmes pour les résoudre ne peut
qu’étre trés élevée. Examinons ce point plus en détails dans le cas de contraintes sans
variables libres.

Assimilons un algorithme & une machine de Turing M dont ’exécution se termine quel
que soit le mot « € V* qui lui est fourni en entrée. La complexité de M est ’application
de type N — N :

nHmax{iEN

il existe x € V*, avec |z| = n, tel que M
exécute ¢ instructions, avec x comme entrée.

Soit ®,, un ensemble de fonctions croissantes de type N — N telles que

1. les fonctions de la forme n — an+ f(bn), aveca € N, b € N et f € ®,, appartiennent
aussi & P,

2. il existe un langage L, reconnaissable par une machine de Turing de complexité
majorée par «, mais par aucune machine de Turing de complexité majorée par un
¢élément de P,.

Propriété 5 Soit T une machine de Turing permettant de décider si une contrainte d’arbres
sans variables libres est vraie. La complexité de T' ne peut étre majorée par un élément de

D,

Preuve. Supposons qu’il existe une telle machine 7' de complexité majorée par un
élément f de ®, et montrons que nous aboutissons & une contradiction. Du fait que ®,,
n’est pas vide le langage L C V*, intervenant au point 2 de la définition de ®,, existe.
D’apreés la propriété 4, & tout mot = € V*, on peut alors associer une contrainte d’arbres
P sans variables libres telle que
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1. x € L si et seulement si p, est vraie,
2. |pz| < b|z|, pour une certaine constante b € N,

3. la transformation x — p, puisse étre exécutée par une machine de Turing S de
complexité majorée par n — an, ou a est une constante. (Ce point pourrait étre plus
détaille.)

En enchainant les exécutions des machines S et T, on construit alors une machine M’ qui
reconnait L et dont la complexité est majorée par n +— an + f(bn), une fonction qui par
définition appartient & ®,. Il y a donc contradiction sur les propriétés de L, ce qui termine
la preuve.

A condition de montrer que pour ensemble &, on peut prendre ’ensemble des fonctions,
de type N — N, obtenues par composition finie des fonctions élémentaires n +— cst, +,
X, n — 2" on retrouve le résultat de Sergei Vorobyov [14], mais & la facon de Pawel
Mielniczuk [13] :

Propriété 6 La complexité d’un algorithme, qui décide si une contrainte d’arbres sans
variables libres est vraie, ne peut étre majorée par une fonction obtenue par composition
finie de fonctions élémentaires mentionnées ci-dessus.

4 Discussions et conclusion

Les exemples que nous avons présentés ont mis en évidence "apport des quantifications
imbriquées et des opérateurs —, A,V,— dans l'expressivité des contraintes d’arbres. Ils
n’utilisent pas vraiment le fait que les arbres puissent étre infinis et sont aussi corrects
dans l’algebre des arbres finis. Il serait donc intéressant de mettre en avant des exemples
faisant intervenir des structures cycliques, telles que les automates & ensembles d’états
finis, les grammaires hors contexte ou les A-expressions, ainsi qu'il a été fait en [3, 7] dans
le cadre de la programmation logique.

A la section 3.4 nous avons entrevu l’énorme complexité théorique d’un algorithme
pour résoudre des contraintes d’arbres (sans variables libres). Nous avons pu cependant
effectuer des benchmarks sur tous nos exemples. Les résultats sont résumés dans le tableau
qui suit. Les temps sont donnés en milli-secondes :

k || gagnant, | gagnant, | énormey | itérationy
jeul jeu 2 1x1
0 0 0 0 -
1 0 150 0 -
2 10 360 10 70
3 10 610 230 -
4 20 840 - -
5 30 1180 - -
10 300 5970 - -
20 4270 236 350 - -
40 89870 - - -
80 || 3841220 - - -

L’algorithme de résolution est programmé en C++ et les tests

cesseur Pentium IT & 350Mhz, avec 512Mo de mémoire vive.
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Il est remarquable que nous ayons pu calculer les positions k-gagnantes du jeu 1, avec
k = 80, ce qui correspond & une formule faisant intervenir une imbrication alternée de plus
de 160 quantificateurs. Il fallait s’attendre & ce nous ayons du mal & calculer I’arbre de
a(k) noeuds au-dela de k = 3, puisque «(4) vaut déja 65536. Pour la multiplication par
itération i, nous n’avons pu aller au-dela de k = 2 et avons du nous contenter de calculer
1x1!

Ces tests ont aussi permis d’enlever des doutes sur ’exactitude des formules compli-
quées de nos exemples, méme si pour les rendre plus lisibles, nous avons introduit des
prédicats pour nommer des sous-formules, en prenant soin de ne pas créer de définition
circulaire. Dans une premiére phase, notre algorithme de résolution élimine ces prédicats
intermédiaires.

Si on permet des définitions circulaires on obtient quelque chose qui ressemble & une «
completion » généralisée d’'un programme logique a la Keith Clark [2]. Notre algorithme
de résolution peut aussi prendre en compte de telles définitions circulaires en retardant le
plus possible leurs développements. Avec de la malchance I’algorithme ne termine pas, avec
de la chance il termine et fournit obligatoirement une contrainte simplifiée sans prédicats
intermédiaires.
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