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RESUME.Les pentaminos sont des piéces connexes formées de 5 cubes unitaires assemblés a
plat. Il en existe 12 différents et leurs formes ressemblent aux 12 lettres F, I, L, P, N, T, U, V, W,
X, Y, Z. Nous nous intéressons a placer de toutes les fagons possibles ces 12 pentaminos dans
un parallélépipéde rectangle d'un volume de 60 cubes unités. Nous présentons un ensemble
naturel de contraintes sur les nombres entiers dont les solutions donnent les différentes fagons
de placer les pentaminos et présentons un systéme pour résoudre nos contraintes par itérations
de réductions locales et par coupures d'intervalles en intervalles distincts. Des benchmarks
montrent qu’un algorithme énumeératif classique reste de loin la méthode la plus rapide mais

le fait que nos arbres de recherche sont de taille inférieure montrent que nous sommes dans la
bonne voie.

ABSTRACTPentaminoes are pieces made of 5 connected unit cubes lead on a plane surface. Their
12 different shapes look like the 12 letters F, I, L, P, N, T, U, V, W, X, Y, Z. We are interested
in all the different ways of putting these 12 pentaminoes in a box having a volume of 60 unit
cubes. We express the different pentaminoes configurations as the solutions of a natural set
of constraints on unknown integers and we present an algorithm for solving our constraints
by iterations of local narrowing and by splitting intervals intodisjoint intervals. Benchmarks
show that a classical enumerative algorithm is still the most efficient way to solve our problem.
However, our smaller search spaces show that we are working on the right track.

MOTs-CLES Placement d'objets dans I'espace, Puzzle des pentaminos tridimensionnel, contraintes
entiéres, Réduction d'intervalles

KEYWORDS Fitting of pieces in space, Three-dimensional pentamino puzzle, Integer constraints,
Interval narrowing
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Introduction

Un polyomino(oun-omino) désigne une figure simple composée darrésl x 1
connectées le long de leurs cotés. Le terme polyomino a été créé par Solomon W. Go-
lomb en 1953 dans une présentation qu’il en fit au Harvard Mathematics Club, I'article
[GOL 54] présente différentes facons de paver un échiquier avec des polyominos de
deux (les classiques dominos), trois, quatre et cing carréspeletaminosMais le
premier probléme connu portant sur les pentaminos fut publié en 1907 dans les Can-
terbury Puzzles par Henry Ernest Dudeny.

Dans [GAR 58] M. Gardner donne une épaisseur aux pentaminos, ce sont mainte-
nant des pieces connexes formés de 5 cubes unitaires assemblés a plat. Il en existe 12
différents et leurs formes ressemblent aux 12 lettres F, I, L, P, N, T, U, V, W, X, Y, Z :

PllRdrunteadu

Nous nous intéressons a placer de toutes les fagons possibles ces 12 pentaminos dans
un parallélépipéde rectangle d’un volume de 60 cubes unités. Par exemple, voici un
placement des pentaminos dans une boite de dimersions 5 :

@ﬁ

Ce document traite d’'un programme de contraintes sur les nombres entiers et de sa
résolution par une méthode de réduction d’'intervalles classique qui consiste a isoler
I'ensemble des solutions dans plusieurs produits cartésiens d’intervalles de plus en
plus réduits. Ce programme résout le puzzle des pentaminos en trois dimensions et
par la méme occasion met en évidence de bonnes contraintes sur les nombres entiers
pour résoudre les problemes de placement d'objets dans I'espace.




Résolution du puzzle des pentaminos 3

1. Notations et définitions
Intervalles et blocs

On désigne paZ I'ensemble des entiers. Giet b sont des entiers, on appelle
intervalle 'ensemble éventuellement vide des entiertels quea < z etz < b
et on le notga, b] On notel (resp.I) le plus petit (resp. le plus grand) élément de
l'intervalle I quand il existe. Soit un réel, on notgz] (resp.|z]) le plus petit (resp.
le plus grand) entier supérieur (resp. inférieur) ou égal@n appelldloctout produit
cartésien finil; x - - - x I,, d'intervallesI;.

Soit maintenant une contrainte de la forme
x1 EL AN ANxy € Ly N(x1,...,5,) €T,

ou r est un sous-ensemble @&, ot lesz; sont des variables et |ds des intervalles.

Nous nous intéressons a calculer une contrainte équivalente de la méme forme mais
dont les nouveaux intervalle§ sont le plus petit possible au sens de linclusion.
Plus précisément nous cherchons a calculer au sens de I'inclusion le plus petit produit
cartésien ap) qui contientr. Pour ceci, nous utiliserons le fait q0g x- - -x X/ est

le plus petit produit cartésien d’intervalles (au sens de I'inclusion) tel que :

Xix---xX,Nnr=X;x---xX/ Nr

Si rest un sous-ensemble @&, la i-meprojectionde r, notée proj(r), est I'en-
semble des entiekstels qu'il existe(zy,...,z,) € ravecs; = e. L' approximation
d'un ensemble de notée apir) est le plus petit produit cartésien d’intervalles d’en-
tiers contenant

De I'ensemble agréables des propriétés [BEN 93] de I'applicatienr apxr)
nous en retiendrons deux qui nous serons utiles dans différents calcul de pavés de la
formeapXrNIy x --- x1I,):

apxry U---Ur,) = apXapxX(ry) U---UapXry,)) [1]

et
apX(r) = apXproj; (r)) x - - - x apXproj,, (r)), [2]
our et lesr; sont des sous-ensembleszie et proj(r) est laiieme projectiorder,
c’est-a-dire I'ensemble des élémentde Z tels qu'il existe unr-uplet(aq,...,a,)

der avech = a;.

Translations et rotations

Parmatrice de rotatiomV/ nous entendons une matrice dont les éléments-sbnt
0oul, quiestde laforme

011 G2 Oi3
M = |01 622 03 [3]
031 O3z 033
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avec au plus un élément non nul par ligne et par colonne, et dont le déterminant vaut
1.

Appelonspointtout élément d&® et configurationtout ensemble fini de points.
Soient

f

{(a1,b1,¢1),...,(an,bn,cn)},
=1

(a1, 01,¢1), -, (ap, b, €3,)

deux configurations de points. On dit quef’ est undranslatéede f si il existe des
éléments:, d, e deZ tel que, pour chaguepris dang1, n], on ait

a, = a;+ec,
b= bi+d,
i = c¢i+te.

On dit quef’ est unepivotéede f s'il existe une matrice de rotatiol de la forme
(3) telle que, pour chaquepris dand1, n], on ait

a; = 6i1a; +012b; + 03¢,
b = 010a; + O22b; + ba3cy,
¢ = 0310; + 832b; + Os30;.

On notetranslaté$f) 'ensemble des translatées de la configuraficet pivotés f)
I'ensemble des pivotées dé On peut alors définir la classe de la configuratfon
comme I'ensemblelassé f) des configurations qui sont égaleg a une translation
et une rotation pres. On a donc

classéf) = | ]  translatégy)
g€EPIVOLés f)
Pentaminos
Un pentamincest une configuratiofi(as, b1, c1), ..., (as, bs, c5)} de 5 points qui

satisfait aux conditions de planarité et de connexité suivantes :
— lesa; sont tous égaux ou lég sont tous égaux ou les sont tous égaux,
— il existe une suitgy, ..., d’entiers pris dang..5 qui fait intervenir chaque
élément dd..5 et qui est telle quéa;_; —a;)? + (bt — ;)2 + (ciaq —¢;)? =1,
pour chaque pris dan<..k.
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On se donne les 12 pentaminos de bases. ., w1 Suivants :

m = {(1,2,0),(2,2,0),(3,2,0),(3,1,0),(2,3,0)},

2 = {(1’170)’(271’0)7(3’170),(471,0)7(5,1:0)}:

3 = {(1’170)’(171’0)7(2’270),(373,0)7(4,3:0)}:

T4 = {(2’170)’(171’0)7(1’270)’(273,0)7(3,3:0)}:

s = {(1,1,0),(2,1,0),(2,2,0),(3,3,0),(4,3,0)},

e = {(1,1,0),(1,1,0),(1,2,0),(2,3,0),(3,3,0)}, [4]

T = {(2’170)’(171’0)7(1’270),(273,0)7(2,3:0)}:

8 = {(1’170)’(171’0)7(1’270),(273,0)7(3,3:0)}:

8 = {(1’170)’(171’0)7(2’270),(273,0)7(3,3:0)}:

e = {(1,2,0),(2,1,0),(3,2,0),(2,3,0),(2,3,0)},

mo = {(1,1,0),(2,1,0),(3,2,0), (4,3,0),(2,3,0)},

m2 = {(1,1,0),(2,1,0),(2,2,0),(2,3,0),(3,3,0)}.
L'ensemble de sous-ensemblgdassér ), ..., classémi2)} est alors une partition
de I'ensemble des pentaminosEhclasses. En accord avec les formes physiques qui
leurs sont associées les ensemblassér ), . .., classér») sont souvent notées F,

ILL,P,N,T,U V,WXY,Z

2. Enoncé du probléme

Etant donnés trois entiers positifsb et c tels queabe = 60, nous voulons parti-
tionner I'ensembl§0, a—1] x [0, b—1] x [0, c—1] depoints en 12 pentaminogf,, . .., fn
appartenant respectivement aux ensemblassér ), ..., classér2). En posant,
pour chaqué € 1..12,

fi - {(«T5i—4: Ys5i4, Z5i—4)a T (.7751'_0, Y5i-0, Z5z—0)}

avec((xsia, Ysida, 25i4),- - -, (Tsi0,Ysio, Z5i-0)) lEXicographiquement croissant, le
calcul d’'une partition revient au calcul d'une solution@ny, z1, - - -, 0, Y60, 260
de la contrainte

xz1 € [0,a—=1] A... A g0 € [0,a—1]

y1 € [0,b—1] A... A yeo € [0,b—1]

21 € [O,C—].] N...N\ zZgo € [O,C—].]

(.’L’l, Y1,21,++,T60, Y60, 260) € PointsDistincts
(w1,y1,21,...,T5,Ys, 25) € Classdm)

>> > > > >

(w56, Y565 256, - - - » 60, Y60, 260) € Classems)

ou
— PointsDistinctsest 'ensemble de8n-uplets(ay,b1,c1,...,an, by, c,) d'en-
tiers qui sont tels que, pour totitj pris dansl..n, le point(a;, b;, ¢;) soit dis-
tinct du point(a;, b;, c;), sii est distinct dg,
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— Classd f), avecf une configuration de points, est I'ensemble d&s-uplets

(a1,b1,c1,...,an,by, cy) d'entiers qui sont tels que
{(a1,b1,¢1),...,(An,bn,cn)} € classd f) et
((a1,b1,¢1), ..., (an,bn, c,)) €st lexicographiquement croissant,

— lesw; sont les pentaminos de base définis en (4).

3. Expression du probleme avec des contraintes plus élémentaires

Ne disposant pas de moyen efficace de calcul de la contrainte » &&eteurs
distincts » et remarquant que les tripléisy, z) € [a — 1] x [b — 1] x [c — 1], nous
utilisons I'application(z, y, z) — x + ay + abc pour ré-exprimer cette contrainte au
moyen de la contrainte « étreentiers distincts ». La contrainte

(.’L’l, Y1,21,-+-,T60, Y60, 260) € PointsDistincts

deviens alors

= my... 3 Meo
my € [0,abc — 1] A... A mgp € [0, abe — 1]
A (mi,x1,y1,21) € SommePondéré€g, a, ab)
A :
A (m60, 60, Y60, 260) S SommePondéréE, a, G,b)
A (ma,...,me) € EntiersDistincts

ou EntiersDistinctsest 'ensemble des-uplets d’entiers distincts deux a deux et
SommePondérée,, ... ,a,) 'ensemble desi-uplets d’entierdz, y1,...,y,) tels
quez = a1y + -+ + apYn.

Calculer efficacement une contrainte de « somme pondérée » étant quelque chose
d’'aussi difficile que de résoudre un probléme de sac a dos (qui en est un sous-probléme);
nous décomposons cette contrainte en contraintes élémentaires de « somme » et de
« produit par une constante » en introduisant a nouveau des variables quantifiées qui
n'apparaissent pas dans les solutions :

(m,z,y,z) € SommePondéré€k, a, ab)

Jds3t
s €[0,a(b—1)]
A te0,ablc—1)]
A (s,y) € Produita)
A (t,z) € Produitab)
A (m,x,s,t) € Sum

ou Produita) est 'ensemble des couplés, y) tels quer = ay et Sumest I'ensemble
desn-uplets(z,yi, - ..,yn) tels quer = y; + -+ + yn.
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Aprés application de ces transformations, notre ensemble de contraintes se trouve
sous la forme :

x1 €[0,a—1] A...A xgo € [0,a — 1]
Y1 € [O,b—l] ANCA yGOE[O,b—l]
21 € [O,C—].] VANIAN 2606[0,0—1]
(T1,91,21,.-,5,Ys,25) € Classém )

(756, Ys6, 256, - - - » T60, Y60, 260) € Classémiz)
3 my... 3 Mmeo
my € [0,abc — 1] A ... A mgp € [0,abc — 1]
A (my,...,mg) € EntiersDistincts
A 3 S1 = t1
s1 € 10,a(b—1)]
At €0,ab(c—1)]
A (s1,y1) € Produifa)
AN
AN

>>> > > >

(t1,21) € Produifab)
(mlaxlaslatl) S Sum)

A :

A 3 S60 | t60

se0 € [0,a(b—1)]

teo € [0, ab(c — ].)]
(Sﬁo,yﬁo) S PrOdUi(a)
(t()‘(), ZGO) S Pl’OdUi(ab)
(meo, 60, S60,teo) € SUM,

> > > >

4. Réduction des contraintes élémentaires
Multiplication entiére par une constante
Etant donné un entier, on rappelle queProduita) est 'ensemble des couples
d’entiers(z, y) qui sont tels que
(z,y) € Produifa) < = = ay

Proposition : Si X,Y, X', Y’ sont des intervalles tels qu&' x Y’ = apXX xY N
Produita)), avecX etY non vides, alors

<g> , SiX < min(aY,aY) ou max(aY,aY) < X

N
e
~——
I
—”

v <§/0}> , SiX > min(aY,aY) et max(aY,aY) > X eta = 0

<[max(af£/a],min(ﬂl,a?)),min(aLY/aJ,_max(GY,aZ))l ) sinon
( \[max(min([X/al, [X/a]),Y), min(max(|X/a], [X/a]),Y)])’
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Somme multiple d’entiers

On rappelle quSumest I'ensemble de@i+1)-uplets d’entiergz, y1, . - ., y») QUi
sont tels que

(l',yly,yn)esum<2> ,’L’:yl—|-_|_yn

Proposition: Si X,Y3,...,Y,, X", Y/,..., Y sont des intervalles tels qué& x Y] x
-oxY! = apX X xY; x---xY, N Sum avecX,Yi,...,Y, non vides alors

(8) ,SIX<Yi+--+Y,0uY) +- 4+ Y, <X

XI
(Yf) - — —
| <[maX(Lﬁ+ ot Vo), min(X, Vs 4 e V)] > sinon
[max(Y;, X — E?:Lj;éi &), min(Y;, X — Z?:l,j;éi Yi)l)”
Contrainte d’étre des entiers distincts

On définit parEntiersDistinctd’'ensemble des-uplets d’entiers distincts deux a
deux :

(z1,...,z,) € EntiersDistincts
T
L1 A ToNTL F X3 N NTpo Ty NTp_1 F# T,
Soitn intervalles d’entiers non videX, ..., X,,, pour trouver les intervalles d’en-
tiers X7, ..., X, qui sont tels queXj x - -- x X/, soit le plus petit produit cartésien

d’intervalles tel que :
X1 x---x X, N EntiersDistincts= X x---x X, N EntiersDistincts

nous utilisons I'algorithme e®(n?) présenté dans [LEC 96] dans le cas général.

Pour notre probléeme de placement des pentaminos ou le nombre de variables
contraintes a prendre des valeurs distinctes est égal au nombre de valeurs qu’elles
peuvent prendre, nous aurions pu utiliser un algorithme réduis@tretog(n)) opé-
rations la contrainte de « tri » (décrites dans [BLE 97]), en imposaniadiétre un
tri desn premiers entiers :

xz1 € [L,n]A--- Az, € [1,0]
A (z1,...,z,) € EntiersDistinct;

xz1 € [L,n]A--- Az, € [1,0]
(/\ (T1,...,xp) € Tri(1,...,n) )
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5. Réduction de la contrainte de placement
Contrainte de translation

Pour réduire la contraint€lassé f), nous introduisons tout d’abord la contrainte
Translatéf) et donnons la fagon de la réduire./Sest une configuration de points,
alors Translatéf) est I'ensemble de3n-uplets d’entiers tels que

(xl,yla Z1y++ 9T,y Yn, Zn) € Translatéf)

{(z1,y1,21),- -, (®n,yn, 2n)} € translatégf) et
((x1,y1,21), - -, (Tn,yn, 2zr)) €St lexicographiquement croissant

Proposition :Soit X1,Y3, Z1,..., X, Y, Z,, X1, Y], Z1, ..., X}, Y Z! desinter-
valles tels queX| x Y/ x Z] x---x X! xY! x Z! = apX TranslatéX, x Y, x Z; x
s x X XYy x Zy)). Si((ar,b1,¢1), ..., (an, by, ¢y)) €St unn-uplet de points d¢
croissants dans I'ordre lexicographique alors, pourtauf1,...,n}

( maszl__n(& — CL]’) > minjzl__n(yj — G,j)

0
0 y si ou maszl__n(Yj — b]) > minjzl__n(Yj — b])
0 — i

le ou maszl__n(ﬁ — Cj) > minjzl__n(Zj — C]')
v/ | =
ZZI [ai + maszl,,n(Xj — a]-), a; + minjzlnn(Xj — aj)]

[b; + maxj—1.»(Y; — b;),b; + minj—1_,(Y; — b;)] , autrement

\ [ci + maxj—1.n(Zj — ¢;), ¢; + minj=1.n(Z; — ¢;)]

Contrainte de placement

Nous pouvons maintenant traiter la contrai@lassé€ f). Soit f une configuration
den points, on rappelle qu€lassd f) est 'ensemble de3n-uplets d’entiers tels que

(mlayl,zla ceey Ty Yny Zn) € Classe(f)

{(z1,y1,21),-- -, (Tn,Yn,2n)} € Classd f) et

((x1,y1,21), - -, (Tn,yn, 2r)) €St lexicographiquement croissant
Proposition: SoitX,,Y1, 21, ..., X, Yo, Zn, X1, Y/, Z1, ..., X, Y Z! desinter-
valles tels queXy, Y1, Z1, ..., X, Yy, Zp, sont non vides eX| x Y x Z] x. . .x X/ x

Y xZ) = Classdf)N X1 xY1 X Zy X...x X, XY, X Z,,
soit{g1,...,g24} = pivotésf),

soitr = Classdé f) N X1 xY1 xZy x...x X, xY, X Z,,
soitr; = Translatég;) N X1 xY1 x Zy x.. . x X, x Y, x Z,,,
SOitle XYVU' Xle X 'XXn]' XYn]' Xan = ap)((’f'j),
soitJ 'ensemble deg € {1,...,24} tels que ap-;) # 0.
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Alors pour touti € 1..n

(/0
0l,siJ=10
X! 0
v/ = _
Zzl [minje] &, max;ej Xij]
[minjey Vi, max;es Yij] |, sinon
| \[minjes Zij, maxjes Zij

Ce résultat découle de la définition @imnslat€f), de I'égalité (1) et de I'égalité (4).

6. Lalgorithme général de résolution

Une formulef est ditenormalisédorsque elle est écrite sous la forme suivante :

Jzp Izmer ... Ty
z1 €L AN...Nxp, €I,
N pDiNA...ADE
N g N...\Nq
A vral

ou lesz; sont des variables; leg sont des intervalles d’entiers; lgs sont des
contraintes de la form@yy, . .. ,ym) € I, r étant un ensemble de-uplets d’entiers et
lesy; des variables distinctes prises dans I'ensemble:gdpst lesg; sont des formules
normalisées sans occurrence gdesous la portée d’un quantificateur.

Soit f une formule normalisée. Nous appliquons a la formfule faux une suite
de transformations qui a chaque étape produisent une forfane .. Vv f,, Vv faux
équivalente ou leg; sont des formules normalisées. Apres un nombre fini de transfor-
mations, nous obtenons une formule équivalenfeda la forme :

(faux, si f est équivalente &aux

vraiVv ...V vraiVv faux si f est équivalente arai

xr1 € {0,1} xr| € {21}
A : V...V [A vV faux, dans les autres cas
Az € {an} Az € {zn}
L \A wvrai A vrai
ou{(ai,...,an),...,(z1,...,2n)} €st 'ensemble des-uplets de valeurs pour les-

quelles la formule obtenue en substituant dAmes valeurs aux; est équivalente a
vrai.

Les opérateurs etV sont associatifs et commutatifs. Pour des raisons de commo-
dité, nous ommetons d’écrire certaines parenthéses dans nos formules.
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Reégles de transformation

Les six transformations suivantes sont appliquées sur une forfpule.. v f, v
fauxou lesf; sont des formules normalisées; quand une de ses sous-formules est sous
la forme du membre gauche d’'une de ces régles, on la remplace par le membre droit
qui lui est équivalent. La formulg v ...V f;. V fauxainsi obtenue est équivalente a
fiV...V f, Vfauxetlesf] sont des formules normalisées :

1. pA3zy... 3z, (gAvra) = 3zy... 3z, (DA Q)

2. (1,...,xp)Erhz €{ai} AN ... ANaxp€fan} = zi€{m}N...ANzp€{ay}

3. fauxv 3y ...3z, (x€B Ap) = faux

4. 3zy...3x; ... 3z, (x€{a} Ap) = Fz; ...z, 13zi41 ... 32, P

5. (1,...,zp)ErAT1ELA. . N2 €T, = (T1,...,2,) ErAZL EIJA. . A2, €T,
6. fauxv3dzy ... 3w, (x€IAP) = fauxvIzy ... 3z, (x€JAP)VITy ... 3z, (x €
K Ap)

oup etq sont des conjonction de formulesgst un sous-ensemble @&, les entiers
ai,...,a, sonttels quéay,...,a,) € r, lesintervalledy, ..., I, sont non vides et
I,..., I, sonttels qud| x---x I, = apX(I; x---xI, Nr) etil qu'il existe un; tel

quel] # I;, lesintervalled, J, K sont nonvides ettels que= JUK etJNK = ()
etp est sans occurrence dedans la quatrieme régle.

Correction

On associe a toute formule de la forrfiev ... Vv f, V fauxou les f; sont des
formules normalisées le couple d’entiers positifs, no) ou :

— n; est la somme surdes produit des carrés de la taille des intervalles apparais-

sant dang;,

— ny estle nombre d’occurences duwdans la formulef; v ...V f, V faux
Considérons le couple d’entiers positifs, , n}) associé a la formulg v ...V f] V
fauxobtenue par application de (§-éme transformation

— nj < ny pouri € {5,6},

— nj <n; etn} < ny pouri € {1,2,3,4}.

Toute suite de transformations que I'on applique sur une forrfiulefaux ou f est
normalisée produit donc une suite de cougles ny) strictement décroissante lexi-
cographiquement;; etn. étant positifs, cette suite converge et le nombre de trans-
formation que I'on peut appliquer itérativement guy fauxest donc fini.

Aprés avoir épuisé toutes les transformations possibles, notre formule sera sous la
formefi V...V f, Vfaux n pouvant étre nul, ou leg sont des formules normalisées
sans contrainte de la formec I avecI de taille supérieure & 1 (on pourrait appliquer
la régle 6) ou nulle (on pourrait appliquer la régle 3), sans contrainte de la forme
(z1,...,z,) € r(lavaleur de chaque variable étant fixée, on pourrait appliquer soit
la regle 2, soit la régle 5), sans quantificateur en téte (la valeur de chaque variable
quantifiée étant fixée, on pourrait appliquer la regle 4) ni dans le corps de la formule
(on pourrait appliquer la regle 1).
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Les f; sont donc toutes de la fornfe; € {a1} A ... Az, € {an} A vrai) et ont
toutes le méme nombre de variables (qui peut étre nul) qui est le nombre de variables
libre de la formule initiale.

Stratégie de résolution

Ce systeme de transformations termine toujours si la formule entrée est bien sous
forme normalisée. Toutefois, pour des raisons d’efficacité, il est préférable de donner
un ordre de priorité a chacune des transformations. L'ordre choisi est celui de I'én-
noncé de ces regles.

Pour notre probléme de placement des pentaminos, les regles 5 et 6 ont également
été ordonnées de la fagon suivante

— larégle 5 de réduction des domaines a été appliquée en priorité sur les contraintes
les plus simplesife. celles dont I'algorithme de calcul est de plus faible com-
plexité par rapport au nombre de variables),

— pour la régle 6, nous avons coupé en priorité les intervallesgde®nt lemin
de l'intervalle était le plus petit, essayant ainsi de placer en priorité les penta-
minos en comblant les vides du pavé de plus faible abscisse, puis de plus faible
ordonnée, puis de plus faible hauteur. Une fois que tous les intervalles des
sont réduits a un entier, toutes les autres valeurs du probléme sont déterminées.

7. Résultats expérimentaux

Notre programme de résolution de contraintes a été mis en compétition avec un
algorithme énumératif classique (décrit en appendice). Pour chaque combinaison de
a, b etctelle quea xbxc = 60, la table suivante donne le nombre total de solutions
trouvées, le temps pris par I'algorithme classique et le nombre de nceuds de son arbre
de recherche, le temps pris par notre algorithme de résolution par contraintes et le
nombre de coupures nécessaires au parcours de la totalité de I'arbre de recherche.

dimensions| nombre de algorithme énumératif notre algorithme

du volume| solutions temps nceuds temps coupures
2x30 0 O0s 100 0s 0
3x20 2 O0s 38792 16s 43080
4x15 368 7s 708 508 3m56s 771425
5x12 1010 33s 3285507 17m03s 3532 267
1x6x10 2339| 1m36s 9918168| 46m27s 9 752 037
2x2x15 0 O0s 3474 0s 0
2x3x%x10 2x12 23s 1860 942 9m42s 1559 135
2x5%x6 2x264 36m5s| 114424641 25h9m| 102516710
3x4x5 2%x3940 | 10h42m| 2039115519 216 h30 m| 1672290 710

Ces deux algorithmes ont été écrits en C, compilés avec gcc v7.2 et exécutés sur un
Pentium Il cadencé a 350 MHz avec 512 Ko de cache, sous le systeme d’exploitation
Linux.
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Pour éviter les solutions symétriques, nous avons forcé un des pentaminos ne pré-
sentant pas de symétries internes (comme par exempledee pas se placer dans
des orientations qui peuvent étre obtenues par des symétries du volume ou I'on place
les pentaminos. Ceci nous permet d’'éviter toutes les solutions symeétriques pour les
problémes bidimensionnels, on obtient par contre deux fois trop de solutions dans
I'espace. Ces solutions symétriques peuvent également s’éliminer, mais le gain de
temps est alors insignifiant.

8. Conclusion

Le rapportp des temps d’exécution entre notre algorithme et I'algorithme énumé-
ratif se situe entre 20 et 40 et on notre que les plus faibles valeyrsaiat obtenues
lorsqu’on travaille en trois dimensions;; il est de 20 dans Ie8caéx 5, qui est le plus
combinatoire de tous et dans ce cas, I'espace de recherche semble aussi plus petit.

Sans changer les grandes lignes de notre algorithme, nous pensons qu'il est pos-
sible de réduirep d'un facteur 10. En remarquant que I'algorithme passe 70% de son
temps d’exécution dans la réduction de la contraftiersDistincts20% de son
temps dans la contrain®asse f) et 10% dans les taches restantes, nous pourrions

— au lieu d’un algorithme e®(n?) pour réduireEntiersDistinctsutiliser un al-

gorithme enO(n logn),

— implémenter des algorithmes incrémentaux pour les contrdiintéersDistincts

etClassé f),
— par une implémentation plus soignée, nous pouvons diviser le temps des taches
restantes par 5.
Mais pour réellement atténuer la complexité de notre algorithme, nous devons réduire
la taille le I'espace de recherche, notament par un meilleur traitement de la contrainte
PointsDistincts
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Appendice - L'algorithme énumératif

L'algorithme énumératif de placement des pentaminos remplit récursivement un
pavé en plagant & chaque itération un des pentaminos dans une de ses orientations
possibles. Comme pour notre méthode de coupure, ce pentamino est placé dans I'es-
pace vide de plus faible abscisse, puis de plus faible ordonnée, puis de plus faible
hauteur. Le cceur de cet algorithme peut se décrire par le programme Prolog suivant :

remplis(Plateau, []).
remplis([Case | Plateaul], LesPentaminos):-
nonvar (Case), !,
remplis(Plateau, LesPentaminos).
remplis(Plateau, LesPentaminos):-
retire(UnPentamino, LesPentominos, PentaminosRestants),
element (PentaminoOriente, UnPentomino),
prefixe(PentaminoOriente, Tableau),
remplis(Plateau, PentaminosRestants).
ou le prédicaretire (X, L1, L2) signifie queL2 est la listel.1 privée de I'élément
X, le prédicaklement (X, L) signifie quex est un élément de la listeet le prédicat
prefixe (L1, L) signifie que lalista.1 préfixe la listeL.

Voici une exemple d'utilisation de ce prédicat dans le cas ou le volume ou I'on
veut placer les pentaminos est un plateau de taileo0 :

resoudsLesPentaminos: -
?_ Plateau: [ ’—’—’—’—’—’—’—,—’—’0,

S «

S «

—5—s—s—s_3_3_3_3_3-30,

—5—s—s—s_3_3_3_3_3-30,

PSP

remplis(Plateau, [F, I, L, P, N, T, U, V, W, X, Y, Z]).

les variable#, 1,L,P,N, T, U, V, W, X, Y etZ ayant été préalablement déclarées comme
la liste des orientations possibles de chacun des douze pentaminos. Par exefple, le
a été défini ainsi :

T = [[ t’—’—’—’—’—’—’—’—,—’—,
t’t’t’—’—’—’—’—’—,—’—,
t 1,
[ t,—,—,—,—,—,—,—,—’
t,t,t,—,—,—,—,—,—’—,—’
_s_»t 1,
[ t’t’t’—’—’—’—’—’—,—’—,
_,t,—,—,—,—,—,—,—’—,—’
_,t 1,
[ t’—’—’—’—’—’—’—’—,—’
_’t’—’—’—’—’—’—’—,—’—,
t,t,t 1]



