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1 Machine de Turing

1 1.1 Lamachine physique

1§N partant de la configuration

11 R T e e R T
.12 T
12 q0

on obtiendra successivement
es), op-
SLuuliuliirog...
1



B e A I — @', I'ensemble des états finaux £, est un sous-ensemble

1 deq,
— 7, lafonction de transition dé/, est une application de type
(Q-Q)xY — QxXx{q,>}.
S UU1111111 00, .. L'ensemblel desinstructions del/ est 'ensemble des quintuplets
de la forme(q,a,d’, ¢, d), avec
q1
(¢,0) € (Q-Q")xXet(q,d,d) = (g, a).
L UU1111111 LU .. o _
1 Uneconfiguration deM est un triplet de la forme
(0. D(@). F(y)).
o '—”#1111111 SRRt avecg € Q,x € X* ety € ¥*. Dans I'ensemble des configurations
de M on introduit la relation binaird’ définie par
1
M
L UU1111111 UG, (¢,D(za), F(by)) = (d',D(zu), F(vy))
I ssi
( (e,ab’), si(q,b,b',q',) €1,
z . u,v) =
et donc pour résultat final (abl,e), si(q.bb,q\>) el
L UUU111111 00, .. pour tousa, b, b’ € ¥, z,y € ¥*, etq,q¢ € Q.
*
1 on note™ " la fermeture transitive réflexive dé c’est-a-dire
M* . L. .
quec = ¢ SI et seulement si il existe), ¢, ..., c,, avecn > 0,
C(),C()HCLQ %Czw- Cn—1 %Can*C

On dispose donc d’'une machine permettant de réaliser des adtcgmt

tions du genre w une valeur que I'on lit « indéfini » et qui n'appartient pas

ax*. Alamachine de Turing/ on associe la fonction/, de type

m n m4n Y*U{w} — X* U {w}, définie par
... T+11...1 =11...1 s size s etil existe(q.y,y) avec
JE— 1\/1*
M(z) = (90,€,D(2)) = (g, y'y) etai € Q',

1.2 Monoide libre engendré par un alphabet ,
w, slnon.

SoitY un ensemble appetdphabet Un motconstruit sui, est ) ) ) ) )
une suite finiex = a1as . . . a, d'élémentss; de. Lentiern, qui  ON dit que la machin@/ estfiable si pour aucun: € X* on a
peut étre nul, est llbngueurdu mota. Lunique mot de IongueurM(m) =w
nul est noté& et 'ensemble des mots construits dliest noté&-*.

Sia=aj...a, etb=>by...b, sontdes éléments d&, alors 1.4 Exemple : somme d’entiers codés par des ba-
a-bouabestle mot; ...anmb: ...b,. Lapplication(a,b) — a-b tons
deX* x ¥* dansy* est appeléepération de concaténatiof’est ) . )
une opération associative, c'est a dire quey) - z = z - (y - 2), et Reprenons I'exemple de machine donné a la section 1.1. C'est
elle admet pour élément neutre, c’est-a-dire ques = -z = . donc la machinel/ = (X,Q, ¢, Q',7) avect = {U,1}, Q@ =
Sin est est entier positif ou nul etun élément d&*, on désigne {¢0: a1, a2, a3}, Q" = {qs} etr défini par 'ensemble d'instructions

" de ¥*. Dans le cas particulier oa = 0,

parx Ielementxw_x P 0 {(q0517laQOaD)7 (QO7U71,C]17<1)a

n
on considére que” = . (a1, 1’ |1_|’ @, 9), (a1, E’ E’ 42,%),
Le couple(X*, ) est appelénonoide libreengendré par I'alpha- (02,1, U, 93,2), (g2, U, U, 03, )}
betX. On a par exemple
. , . ,e, 111011111
1.3 La machine mathématique y (@ )
= (go,1,11U1111)
Donnons nous une bonne fois pour toutes un élémeappelé M (qo, 11,11 1111)
symbole blanet, siz est un mot quelconque sur un alphabkgt M 111, L1111
notons Oz ) le mot obtenu en enlevant du débutd®us les et ; (g0, H )
F(z) le mot obtenu en enlevant de la fin déous les . = (q1,11,111111)
Une machine de Turing est un quintupdt= (3, Q, qo, @', 7) M (q1,1,1111111)
ou . - M (qr,e,11111111)
— %, I'alphabet deM, est un ensemble fini ayant pour élé- M ( U11111111)
ment IO
! M
— @, 'ensemble des états dé, est un ensemble fini, = (q2,¢,11111111)
— qo, I'état initial de M, est un élément privilégié d@, M (gs,e,1111111)



Pour tous les entiers naturels n on a alors car

1M ny _ qm+n (qo,€,101) (g51,10,LL01)

= (g20, 1, 1) — (gs, 10, 1 uo1)

. i i ! - (QQ()v]-I—I]-;E) i (Q(),].,O].l_lo]_)
1.5 Exemple : duplication d’'un mot (1010 Z e 101001)

Soit ¥ = {ao,...,a,1} un alphabet dex symboles avec - (q‘“”;'j h'jg) - E%vg 'Igflu'zl)f)l)
ap = LI Voici maintenant une machin® = (%,Q, g, Q’,7) : Eq5071 U uo; - (q 51 010101
qui duplique les mots sy, . .., a,1 }, c'est-a-dire telle que . (350710’ 1L0) - (381, 16 Do)
1, Y, 815

V() — —  (g21, 100, 00) — (gs1,101,L101)

Mz)=2-= o (@n10UU,0) | — (g, 10,1101)

T . —  (g31,10L10, ) — (go,1,01101)

pour tout = € (X —{U})". Lensemble @ de ses états ~ (g, 10UL,01) (g0 101101)
est formé desm = 5(n — 1)+ 6 éléments, de l'une des . (q41710u ubl) - (q975 ot
formes qo, q1, 24, , 434 > Q4a; > @5a: > 46> 47+ 48a; » 495 10, AVECT € —  (g51,10,U01) —  (q10,¢,101101)

{1,...,n—1}. U'ensembleQ’ de ses états finaux e&i;} et sa

fonction de transitiorn est définie par les(m—1) instructions, de

l'une des 20 formes, 1.6 Machine universelle

Désignons pafl'(X) 'ensemble des machines de Turing d’al-
q0, @5, @, q1,>), phabetX. Une machine de Turing/ d’alphabetY est diteuni-
q1, a5, U, g2a,,>), verselle pour son alphabesi il existe une fonction deodage
q20i7|—|7|—|7q30i7l>)) q20i)aj)aj’q2ai’> ) J T(T) — T* telle que,

QBaivl—Ivaivqélamq)a qfiaq;;afjaa’jaq&zi;D )

( (

( (

( ( )

( ( ) _ _
E(J4aml—|7 U, gsa;, <), E(J4a7,,aj, a;, Q4ai,<§7 U(u(M) - x) = M(z),
( (

( (

( (

( (

q0, |—|a |—|a qr7, D)7
qi1, |—|a |—|a g6, <])7

q5aq,7l—|7a’i7q17l>)a q5aq,aajaajaq5aia<] )
q65|—|a|—|aQ7aD)7 anajaajaq67<])a
Q7;|—|;|—|;Q107<1); q7aajaajaqfﬁaj;>)v

QSaml—Ivaivq97<])a QSai;ajaajaani;D)v U U n M) -z :M T (1)
QQ;U;U;Q107I>); q9aajaajaq97<])a (‘LL( ) ‘LL( ) ) ( )

pourtoutM € T'(T) etz € T*. Onremarque quE (u(U)-pu(M)-
x) = M(z) et, d'une fagon plus générale que, pour tout 0,

Il est possible de construire un telle machiieavec un codage
aveci,j € {1,...,n—1}. Prenons: = 3 et0, 1 pour les symboles ;, simple et I'objet des travaux pratiques de ce cours sera d’en
a1, az. La machine fonctionne bien dans le cas particuliex@$t construire une sur un alphabet de 4 symboles.

de longueud oul. Ona Une machine de Turing sur I'alphabefl’ est dite simplement
o universellesi, pour tout alphabet fift, il existe deux fonctions de
M(e)=¢ codagen : T(X) — T* etd : * — T*, avecs injectives, telles
que
car U(u(M) - 8(x)) = 6(M(z)),
(qo,¢,¢) pour toutM € T(X) etz € X*. Ici aussi on remarque que
—  (g7,¢,¢) U(u(U) - 6(u(M) - 6(x))) = 6(M(z)) et, d’une fagon plus gé-
- (qu0,¢,¢) nérale que, pour tout > 0,
Ona U(f" (M) - 8(x))) = 0" (M (=), )
M(1) =11 ou f est la fonction
car fry =) - o(y).
EZO’ i’ ig On montre qu'il est possible de construire une machine universelle
— 1 H
T avec des codages ¢ simples.
- (an g, 1) g% p
- (Q()a g, I—l]-)
- (a5 1) 2 Calculabilité et décidabilité
- (q817 1) E)
= (99,6, 11) 2.1 Calculabilité
—  (qo,&,U11)
—  (q10,¢,11) Soit ¥ un alphabet fini avec! ¢ ¥. Une fonctionf de type
¥* — ¥* est ditecalculables’il existe une machine de Turiny
Dans un cas plus général, on a sur l'alphabett U {U} telle quef(z) = M (z), pour toutr € *.
Nous allons montrer par une technique ditediggonalisation
M(101) = 101101 que:



Il existe des fonctions de type” — >* qui ne sont pas avecg; € @', a € ¥ U {U} etb toujours le méme élément de
calculables. Soit la fonctiond’ : y — D’(y) de typeX* — X*. Par supposition

Autrement dit, les machines de Turing ne peuvent pas tout fairéét construction cette fonctioff serait calculable et telle que
L'ensembleG des fonctions calculables est dénombrable, c’est- ,
a-dire qu'il existe une application bijective d'(y) = b-d(y),

i g (3) pourtouty € ¥*. Du fait qued’ satisferait a (6), d’aprés ce que
. . , . nous venons de montref, ne serait pas calculable, ce qui contre-
de typeN — &, ouN désigne 'ensemble des entiers naturels, (P@irait notre supposition. Il s’ensuit quen’est pas calculable.
sitifs ou nuls). En effet, I'ensembl@,, des éléments dé qui sont

représentables par une machinerdétats est fini. On peut donc .. e, e, e,
P P P 2.2 Décidabilité et indécidabilité

poserG, = {fu1, fn2,---; fujc, } €t prendre pour suite infinie
90; 91, 92, - - - la suite Soit toujoursy un alphabet fini aver ¢ ¥ et soient deux élé-
IR Ffiica)s for Falcals fon F316s) ments privilégiés d&* notésvrai et faux On s'intéresse mainte-
k) b 1|? ) K PARS ) K 3]

nant au cas particulier des fonctions de type
De la méme fagon, en remarquant que pounwonné I'ensemble
des mot de longueut sur X est fini, on conclut qu'il existe une ¥* — {vrai, faux}. (7)

application bijective .
i 4) On appellelangagetout sous-ensemblé de ¥*. On dit que la

reconnaissance de estdécidable ou tout simplement qué est
Hecidable, s'il existe une fonction caculalflele type (7) telle que,
pour toutr € ¥*,

de typeN — X*. Les applications (3) et (4) peuvent étre visual
sées par le tableau

g g g G . . .
0 ' ’ ' z € L sietseulementsif(z) = vrai.
xo | go(zo)
On utilise le motindécidabledans le sens de non décidable. On
o1 g1(a1) montre que :
9 go(z2) Il existe des langages dont la reconnaissnce est indéci-
dable.
m', ' gi(z:) Pour ceci il suffit de montrer qu’il existe des fonctions de type
7 ) 2 . < N
) (7) qui ne sont pas calculables. On procéede alors comme & la sec-
tion précédente en restreignakta 'ensemble des fonctions cal-

culables de type (7). On introduit la fonction diagonéle x; —
gi(z;) etlafonctiond’ qui ne peut étre que leégationded, définie
par

dont les lignes sont indicées par les les colonnes par leg; et
dont les cases de coordonnées g,) ont pour valeur;(z;). On
considere la fonction

(8)

vrai, sid(xz) = faux
d:x;— gi(z;) (5) Ti

faux sid(xz) = vrai.
de typeX* — ¥*, qui est représentée par la diagonale du table

g . ®h conclut alors qué’ n’est pas calculable.
Soitd’ une fonction de typ&* — X* telle que

Si I'on dipose d’une machine de Turing pour calculer une fonc-
d'(y) # d(y), pourtouty € ¥*. (6) tion f de type (7) il est facile de transformer cette machine en une
machine qui calcule la négation ge Comme a la section précé-
La fonctiond’ n’est pas calculable. En effet si elle |7était, il eXiStedente on conclut alors que la fonction diagonﬁh‘__}est pas calcu-
rait un indice; tel qued’ = g; et donc telle qué’(z;) = g;(z;), lable mais aussi d’'une fagon générale que :
cest-a-dire, d'apres (5), telle qui(z;) = d(x;). Il'y aurait alors Si la reconnaissance d’'un langagdieest décidable alors

contradiction avec (6). . . , )
. : . . . la reconnaissance de son complément- L I'est aussi.
Curieusement on montre aussi que la fonction diagodadie-

finie en (5), n'est pas calculable. Supposons qseit calculable o . )
par une machine de Turing 2.3 Indécidabilité de I'arrét d’'une machine de Tu-

D= (EU{I—l}anq{)levT)v rlng
Soit T'(X) I'ensemble des machines construites sur I'alphabet

avec = {qo, - -, gn-1}. Soit la machine de Turing Y U {U} avecl ¢ . Soitu une application de typ&(¥) — X*
DI = (2 U {I—l}a Q U {an qnt1, qn+2}v qo, {QnJrQ}a 7_1)7 et SOit le Iangage

obtenue en ajoutant trois nouveaux étatq,.1, g2, €N considé- L,={pM)z|McT(%),zc%*etM(z) #w}

rant queg,.o est le seul état final et en ajoutant aux instructions de o

7 I'ensemble des instructions de la forme Rappelons que, par définitioh/ (x) = w signifie que I'exécution
(G, @, @, G, <) de la machiné/ sur la donnée ne s'arréte pas. Nous allons mon-

v trer que :

(Qm a, ba qntl, <])7 q . . L.
(qni1, @5 @5 gri2, ), La reconnaissance du langade, est indécidable.



La reconnaissance dg, est connue sous le nom geobleme de Dixiéme probléme de Hilbert

I'arrét d’'une machine de Turing. . , . . ,
Montrer que la reconnaissance flg est indécidable revient a, SoitZ I'ensemble des entiers (relatif) et sdttl'ensemble des

montrer qu'’il n'existe pas de machine de TuriAge 7'(X) telle équations de la forme
queA(x) € {vrai,faux} et

_ {vrai, si M (z)

p(x1,...,2,) =0

wl

RN

dont le membre gauche est un polynome a coefficients entiers, fai-
faux siM(z) =w, santintervenir les variables, . . ., z,, et ayant au moins une solu-

. tion dansZ. Soit7 une fonction de codage de type— >* et soit
pour toutr € ¥* et M € T'(X). le langage

Suppgsons qu'il exyste une telle_ machidet montrpns que_I on Lp={rn(p) e X*|pe P}
aboutit & une contradiction. En ajoutant quelques instructions a la . o
machine, on peut la modifier de fagon & ce qu’elle boucle au li€4n montre, mais nous ne le ferons pas ici, que

A(u(M) ) =

de sortirvrai, c'est-a-dire de fagon a ce que La reconnaissance du langade- est indécidable
B w, siM(z) # w, La reconnaissance dep est connue sous le nom d&iéme pro-
A(pw(M)-z) = o bléeme de Hilbert
faux siM(z) = w,
Il s’ensuit que 2.5 Semi-décidabilité
A(p(M)-x) = w ssi M(z) # w, 9) Soit L un langage sur I'alphabé&t et soitvrai un mot particulier

sur. On dit queL, ou que sa reconnaissance,sshi-décidable

pour toutz € X* et M € T(X). Soit B la machine duplicatrice, g'j| existe une machine de Turiny, d’alphabet.U{L}, telle que,
définie a la section 1.5 et qui est telle ghiér) = x-x. En enchai- oy toutr € ¥*,

nant les exécutions dB et de cette nouvelle maching on peut

alors construire une machire telle queC(z) = A(B(x)), donc x € L ssi M(z) = vrai.

telle que, pour tout € >*,
_ _ On dit aussi qud. estrécursivement énumérabi®n peut montrer,
C(z) = A(z-2). (10) mais nous ne le ferons pas ici, que langagedéfini a la section

En donnant & la valeury(C) et aM la valeurC dans (9) et (10), 2.3 est semi-décidable. Donc :

on aboutit a la contradiction : Il existe des langages indécidables qui sont semi-
_ _ décidables (récursivement énumérables).
C(u(C)) = A(W(C)-u(C)),

A(n(C)-p(C)) = w ssiC(p(C)) # w, 3 Machine a s’attraper (tag machine)
2.4 Autres langages et problémes indécidables Cette section est consacrée a une machine encore plus simple
o o o gu’une machine de Turing, mais ayant la méme puissance : la ma-
Voici deux autres celebres langages indécidables chine a s'attraper, en anglais, tag machine.

Probléme de correspondance de Post

Soit un alphabet fini de la forme = ¥’ U {#} avec# ¢ ¥'.
Soit C' I'ensemble des ensembles de la forme

3.1 La machine physique

Donnons un entiet! strictement plus grand que 1. Physique-
ment, une machine a s’attraper de gasssemble a ceci :

{(l'layl)v AR (xnvyn>}

ou lesz; ety; sont des mots suE tels qu'il existe une suite

i1,..., i, dindices avec a(blcla]elf olwltls] |

xleLk :y’h”'y’ik

Soit la fonction de codage

. {(xla y1)7 RN (xnvyn)} — xl#yl# e xn#yn#

qui est de typ&' — X* et soit le langage Elle est composée
— d’unruban doublement infini a gauche et a droite, découpé en
Lo ={n(c) € X" [c € C}. cases avec un symbole dans chaque case,
On montre, mais nous ne le ferons pas ici, que — d'une téte de lecture positionnée a tout instant en face d’'une
case,
La reconnaissance du langage: n’est pas décidable — d'une téte d'écriture positionnée a tout instant en face d’une
La reconnaissance de- est connue sous le nom geobleme de case se trouvant a droite de la case sur laquelle est positionnée
correspondance de Post. la téte de lecture,



— d’'une unité centrale, dans laquelle est enregistré un enserd® La machine mathématique
fixe I d'instructions.

Chaque instruction est un doublet de la forme— a; ... a, et Une machine a s’attraper se formalise comme un quadruplet

_ !
signifie :si le symbole Iu est, alors = (d,%, %', 7) ou o
N . _ — d, le pas deM, est un entier strictement plus grand que 1,
1. la téte de lecture se positiondeases plus loin & droite, — ¥, I'alphabet deM, est un ensemble fini de symboles,
2. latéte d'écriture écrit de gauche a droite la suite de symboles- ¥, I'ensemble des symboles finaux &g est un sous-
a1 .. .a, etse positionne cases plus loin & droite. ensemble d&,
7, lafonction de transition dé/, est une application de type
Le déroulement d’un calcul avec une telle machine consiste & (B—%/) — B
partir d'un ruban initial, a exécuter tant que possible les |nstrL||_ nsemble deinstructions del/ est 'ensemble des doublets de
tions de la machine. Par exemplelsi= 2 et que I'ensemble enre- la forme
gistré d'instructions est constitué de o — (a)
d — fu aveca € (¥ —Y¥'). Uneconfiguration deM/ est un élément dg*.
1 - 1u Dans I'ensemble des configurations tleon introduit la relation
U — €

. . M e -
binaire— définie par

(on rappelle que est le mot vide), en partant de la configuration M
ay---aqr — x-7(ay)

Suudululupylululuggd. ..

1 1 pourtoutaZ € ¥, avec; € (2—Y), etz € X%,
on noteﬂ la fermeture transitive réflexive d& c'est-a-dire
quex $ y Si et seulement si il existey, u1, ..., u,, avecn > 0,

0 i M M M
on obtiendra successivement et = g, Uy = Ut, Ut —> Uy « .oy Up—1 — Uny Up = Y.

Soitw une valeur que I'on lit « indéfini » et qui nappartient pas
aXY*. A la machine a s'attrapel/ on associe la fonctiod/, de

Uiy
T I * Ly Afin
typeX* U {w} — X* U {w}, définie par

*
Yy, SixeX*etx M y et, soity = ¢,

..d lupdlululuf uuud. ..

Slulupdlululuf wiugud. ..

T 1 M(z) = soity commence par un élément &é&
. w, sinon.
,,1|_| Ululuiuf u1u1u|_||_||_| On dit que la machiné/ estfiable si pour aucunc € %* on a
M(z) = w.
L1UAUf U1ulL 3.3 Exemple : somme d’entiers codés par des ba-
tons
. . Reprenons I'exemple de machine donné a la section 3.1. C'est

donclamachind/ = (d,%,%',7) avecd = 2,3 = {U,1,d,f },
¥ ={d,f } etr est défini par 'ensemble d’instruction

. . {d—fU, 1 —-1U, U—e}

S luluf ululululuuog. .. On a par exemple

I I
SIRERNERNRERREARERE

M
= 1luluuulululufu
S Aufulululululouug. ., I

1 1 = lundlulylufuly

M Lulululuf ululy

Mo1u1uiluf ululy

M oquiufulululu

..1U 1ufulululuy uu.”

On a donc construit un additionneur qui a partir de

m fois 1 n fois 1 M 1ufulutululu
dululu...lUuUl1UIY...1U M s lulululull
calcule _ Pour tous les entiers naturels n on a alors
m-+n fois 1
/_/% AT m n v
fululy...10 M(du(1lu)™uudu(iu)™) = fu(iu)m™e



3.4 Exemple : machine euclidienne droite

Voici maintenant une machine un peu compliquée, dont nous el N TAIR

aurons besoin par la suite. Cette machine, entre autres, calcule la ——
division euclidienne pa# d’'un entierq codé dans la partie droite

d’un mot.

Etant donné un alphabgt on désigne par

droit(d, k, A, A', B,B',C,C",D,D’)

'ensemble des machined = (d,%,%’, ), ou pour chaque €

0..(d—1)

A7AlaBaBI7Oi7CZ{7DiaD'IL S 27

ou

EI = {C()v C(l)v DO; D(I)v .

vCa1,Cly,Daa,Dly 1}

et our est défini par led0+2d instructions :

A — EXE'NF,
A = (E'N),
B — F,
B — I,
E — Gd—l"'GlGOH
E — Gy GGy
F — Hg---HiHy,
F'— Hj - HiH,
Gy — #117C,

G, — CI\,

Hi — Dz)\;
H! — D/,

avech = #%1,i €0..(d—1) et

#5E7E/7F7F/7Gi7G;aH’UH'L{ €3

Sip, ¢, k sont des entiers naturels avee: d alors

M ( ANANPBAB'A)Y) = C.A(CINP DD,

(11)

oup’, ¢, r sont les entiers naturels tels que

p

q
r

/

<

pd + k,
qd+r,
d.

Gy Go (Gl G

M
—

G- Go(Gl-- G He---Ho (H.-- H})

/

Gy Gy -+ Go (G;---G;H G G;+1---G6)p/ He. - Hu
—— — N—_—— N——

HT---HO(HQ-~~H(’))Q/

M
—

H,---Hy (H.- ..Hé)q/ #T LN (O )\)p/

H, H,--- Hy (Hé"'H;H H. HLl...Hé)q/ #oH#
—— ——

r e—r T e

Cr A (CLN) DA (DL

3.5 Exemple : machine euclidienne gauche

A partir d’'une machine euclidienne droite on peut construire une
machine euclidienne gauche qui fait la méme chose mais en inver-
sant les réles dg etq.

Etant donné un alphab¥t on désigne par

gauchdd, k, A, A', B,B',C,C',D,D')

'ensemble des machine¥ = (d,k,>, %', 7), ou, pour chaque
i1 €0..(d-1),

A,AI,B,BI,Ci,CZ{,Di,Dg SR
ou
Y= {CO7OS7D07D105 ER 7Cd—17Ccli—15Dd—17Dii—1}

et our est défini par les instructions

A — A\

A — AN,
Qz‘ - Di)‘7
D, — DI

T

auxquelles on ajoute les instructions d’une machine appartenant a
drOit(d, k, B, BI, Aa Ala Qv Qla Ca Cl)?

Montrons que I'on a bien (11). Pour alléger les notations, posons
e = d—1. On a successivement

AXNA'N)PBA(B' M)

M
=

BA(B'N)IEXNE'\)?

M
—

EXE'N)Y F(F')

M
—

F(F/)q/d+rGe L Go(G; . Gé)ﬁl

aveci € 0..(d—1),\ = #% T et# c %.
Sip, ¢, k sont des entiers naturels avee d, on voit immédia-
tement que

M( ANA'NPBAB'AN?) = C.ACIN)P DADIN,

(12)
oup’, ¢, r sont les entiers naturels tels que

¢ = qd+k,
p = pd+r,
r o < d.




3.6 Equivalence des machines de Turing etdes ma4  Machine arithmétiqgue minimale

chines a s’attraper

. : , . . 4.1 Machine physique
On se convainc facilement que I'on peut simuler le fonctionne-

ment d’une machine a s'attrapdrpar une machine de Turirig. Physiquement, une machine arithmétique restreinte est compo-
Nous allons montrer que l'inverse est aussi possible, ce qui neés

permettra de conclure par : — d’une infinité de cases, numérotées, 2, ..., chacune pou-
Les machines & s'attraper ont la méme puissance de cal- vant contenir un entier naturel aussi grand que I'on veut,
cul que les machines de Turing. — d’'une unité centrale dans laquelle est enregistré un ensemble

fixe I d'instructions, pouvant se trouver dans un ensemble fini
d’étatsq et communiquant avec toutes les cases.
Chaque instruction est

Soit une machine de Turir§j construit sur I'alphabet dé élé-
ments¥ = {ag,a1,...,a41} avecag = L. Une configuration

guelconque d&
1. soit un triplet(q, i, ¢’) qui signifie :si I'état de la machine est

c = (Q, ap,, - Gp Gpy, Qj Ggyaq, -~ Ay, ) q alors augmenter dé le contenu de la case huméio

2. soit un quadrupldi, i, ¢, ¢") qui signifie :si I'état de la ma-

chine esy; alors, s'il est possible de dimunuer dée contenu
u(e) = (Qj,p,q) de la case numérq le faire et passer a I'étaj’, sinon ne rien
faire mais passer a I'étaj”.

peut se coder par le triplet

avec . . .
Par exemple si I'ensemble d’instructiohgst

Q;=(Q,j) et p= sz' xd et q= Z‘Ji x d' {(q0,1,41,92), (91,0,q0)}
=0 i=0

o7 _ _ _ en partant de la configuration
Sic = ¢ alors, suivant que l'instruction exécutée est de la forme

0 1 2
(Q, a;,ar, R,>) (13) q0 @

ou on obtiendra successivement
(Q7a/jaakaR7 <1)) (14) 0 1 5
on introduit les entiers naturels, ¢, r définis par les relations ¢ @

p=pd+k e qg=q¢d+r et r<d

0 1 2

o @ [0]
¢ =qd+k et p=pd+r et r<d 0 1 2

On a alors ol @
u(c) = (R0 q). 0 1 2

Introduisons un alphabét, comportant notamment le symbole qo @ @
#, tous les couple®, = (@, k), ou Q@ est un état quelconque de 0 1 9

; ) /
T etk €0..(d—1)etdes varlgnte@ . @, @, de ces couples. En @ @ @ @
posant\ = #%1, codons le triplet

0 1 2

pl(e) = (Qk,p, q) do @@

par le mot sui : et finalement
v(e) = QrA QLN QA (@ N,

l'instruction (13) par les instructions d’'une machine de type

IS

[~]e
IEIH
[o]w

On adonccalculé + 3 = 7.

droit(d, k, @, Q3 Q;» @, R, ', B, ) 4.2 Machine mathématique

et linstruction (14) par les instructions d’'une machine de type  Une machine arithmétique restreinte est un quadruplet=

/ / / / (Qaq()levT) ou
gauched, k, Q;, @5, @, @, B, B, B, ) — Q, 'ensemble des états dé, est un ensemble fini,
= ' L — qo, Iétat initial de M, est un élément choisi dg,
En prenant un alphabet ayant suffisamment d’éléments, on _ ', I'ensemble des états finaux &, est un sous-ensemble

construira ainsi une machine a s’attrapgetelle que deQ,
T, ) Ar — 7, lafonction de transition dé/, est une application de type
¢ ssiov(e) S v(e). (Q-Q) — (NxQ)U(NxQxQ).



L'ensemble desnstructions deM est I'ensemble des triplets et~ étant défini par I'ensemble d’instructions, la seconde machine
quadruplets qui sont de la fornie, i, ¢") ou (¢,4,q’, ¢"") avecq € sera de la forme
(Q—Q' etsoit(i,q') = 7(¢q) ou(i,q',¢") = 7(q), suivant le cas.
Etant donné un mat surN, c’est-a-dire un élément d¢*, on M =(QUR,q,Q,7")
note Kx) le mot obtenu en enlevant tous I@gui terminent:. On
note KN*) 'ensemble des € N* tels quer = F(z).
Uneconfiguration deV/ est un doublet de la forme

ou @ U R et I'ensemble d'instructiong’ qui définissent’ sera
obtenu en remplagant chaque instruction @k la forme

(¢, F(x)), (4,0,q11,q2),
(q11,1, q12),
avecq € Q etx € N*. Dans I'ensemble des configuration 8l (q12,1, q13),
on introduit la relation binairé: formée de I'ensemble des couples (¢,1,4") par : (16)
qui sont de la forme (q1r;51,q),
M , ((J2;17(I37(]/);

(¢, F(zky))) = (¢',F(aly),) (¢3,0, g2)
avecz,y € N* etk,l € N, et qui satisfont & 'une des trois condiet en remplacant chaque instruction/dee la forme
tions :

( ) ( l) | | (q507q127q5);
1 7(q) = (i,¢"), =14, l=k+1,
2 (q)=(iq,q"), |z|=i, I=k—1, k>0, Eg“’g’g”’g‘gg’
3 71(¢) = (i,q",q), |z|=1i, =k, k=0. 12, %, 413,45/
@=0d"9), | (¢13,0, q14,q5),
Ici || désigne la longueur du mot :
*
On note toujoursj\ﬁ la fermeture transitive réflexive dé et on (917,50, G2, 5),
introduit I'élémento que I'on lit « indéfini ». (42,1, q11)
Alamachinel on associe la fonction/, de typeN" U{w} — (0,4 q") par o I’ (17)
N* U {w}, définie par (g3:1,94,4"),
.. . aov 3)s
y, siilexisteq; € Q ety € N*, (94,0, 43)
- M* 1 1
M(z) = tels que(qo, F(z)) = (¢, ) (45,1, Go1,0");
W sinon (61,0, g62),
’ ' (62,0, g63),
On dit que la machin@/ estfiable si pour aucune € N* on a :
M(‘r) = w. (QGma07Q5)-

. . L. . . Bien entendu, leg; etg;; sont des nouveaux états tous distincts.
4.3 Machine arithmeétique restreinte a deux cases Supposons que la case numéroontienne I'entie). La série
Nous allons montrer que d’instructions en (16) exprime que dans I'étabn multiplie le
contenu de la case numéiar; et qu'on passe a I'état, avec
le contenu de la caseégal &0. La série d’instructions en (17) ex-
prime que dans I'état, suivant qu'il est possible ou qu'il n’est pas
possible de diviser le contenu de la case nurérar;, on le fait

Les machines arithmétiques restreintes qui n'utilisent
gue deux cases ont la méme puissance de calcul que les
autres machines arithmétiques restreintes.

Soit . I'application bijective de type fiN*) — N eton passe a I'ét&@)’ avec le contenu de la caségal &), ou on se
contente de passer a I'étgt avec le contenu de la cas¢oujours
wy ey, H”;‘ui’ égal a0. Il s’ensuit que, pour tout, v € F(N*) etq € Q,
1=1

M* i M/*
. . ) (q07 U) - (q7 U) Ssi (q7 M(U‘)) - (qu M(U))7
ou 7; désigne lei®nombre premier m; = 2, my = 3, 3 =

5, etc. SoitM une machine arithmétique restreinte quelconquiou I'égalité (15).

Nous allons construire une machine arithmétique restréinte

dont les instructionsq, i, ¢'), (¢,4,q’,¢") respectent la condition4 4 Equivalence avec les machines de Turing

i € {0,1}, et qui est telle que, '
Nous allons aussi montrer que

—
Mfz) = p= (M (u(x))), (15) Les machines arithmétiques restreintes ontla méme puis-
pour toutz € F(N¥). sance de calcul que les machines de Turing.
Si la premiére machine est de la forme Soit M une machine arithmétique restreinte quelconque. Nous
avons vu qu’il est possible de simuler le fonctionnementide
M =(Q,q,Q", 1), par une machind/’ de méme nature, mais n’utilisant que deux



cases. |l est alors facile de simulef’ par une machine de Turing Soit une case quelconque de la grille et soitn le
T d'alphabet{L, 0, 1}. Pour ceci & chaque configuration nombre de pions qui se trouve dans les 8 cases voisines
V1, V2, V3, V4, Vs, Vg, U7, U :

c=(Q,F(pg))
deM’, avecp etq pris dans\, on fait correspondre la configuration U1 | V2 | Us
Vg | U | Vs
H(C):(Q7€711011) Ve v7 (O
p q

— Naissance. Si la caseest vide et sh = 3 alors a la généra-

tion suivante il y aura un pion dans la casesinon la case:

Mr . T restera vide.
c— ¢ ssiop(e) = p(c) — Survie. Sila case n'est pas vide et si = 2 oun = 3, alors
a la génération suivante il y aura toujours un pion das la case
u.
— Mort. Sila case: n'est pas vide et si # 2 etn £ 3, alors a

la génération suivante il n’y aura plus de pion das la ease

Le passage d’'une génération a I'autre s’effectue en appliquant ces
regles sur toutes les cases en parallele.

Par exemple si on part a I'instaht= 0 avec trois pions voisins
peut se coder par le doublet alignés horizontalement on engendrera périodiquement les confi-

gurations suivantes :
(c) = (Q;, F(pg)),

deT'. Il est alors facile de définif’ de fagon a ce que

et de simuler ainsi le fonctionnement 8l&*.

Soit maintenanf’ une machine de Turing construite sur I'al-
phabet del élément® = {ag,a1,...,aq41} avecay = L. Une
configuration quelconque de

¢ = (Q7 Appy = * " Apy Aoy Aj AgeQqy * - 'aqn)

(BN
i i o o il
(attentionpq désigne ici un mot de longe@j avec ::w:: ::%:: ::W: ::%:: ::#:
IR = — T 1 .. 17
m n RN M ||||2 113 m;
. i i t=0 t=1 t= t= t=
Q;=(Q.j) et p= Zap% xd et ¢g= Zaq% x d'
i=0 i=0 - , . . .
' ' Par contre si I'on part de I'une des configuration stables suivantes :
. T . ) . . .
Sic = ¢ alors, suivant que l'instruction exécutée est de la forme 111 aERE 1L HHH-
(Q’U‘j’akaRv l>) (18) — - - -1 -
TH T BRI IR RN
ou

toutes les générations resterons identiques. Un cas intéressant e:
(Q7ajaakaR7 <])) (19) . y N N
le « planeur » qui se propage dans I'espace sur un axe a 45 degreé:

on introduit les entiers naturel§, ¢’, » définis par les relations  (ici vers le bas et la droite) :

p=pd+k et qgq=q¢gd+r et r<d

114 }
1

]
T

|
11

ou / / } {1 113 } 1!
¢ =qd+k et p=pd+r et r<d nR T T
t=0 t=1 t=2
On a alors
,u(cl) - (Rrv F(P/q/))- |l 1l |l | } |‘ %
Il est alors facile de construire une machine arithmétique restreinte A H- i
Z T
M telle que - i HH R
c— ¢ ssiople) = pld) t=3 1=4
et qui simulera donc le fonctionnementtle Un cas encore plus intéressant est le « canon a planeurs » qui toute

les 30 générations émet un planeur qui se dirige vers le bas et la
droite de la grille :

5 Machines farfelues

5.1 Jeuxde lavie

En 1970 J.H. Conway a introduit le jeu suivant. On se donne une
grille infinie et une « population » représentée par un ensemble de
pions repartis dans les différentes cases de la grille. Cette popula-
tion évolue de génération en génération selon les régles suivantes :

10



1. l'aiguillageparesseuxqui mémorise la fagcon dontil a été pris
dans le sens confluent et renvoie dans la méme direction dans
- le sens bifurquant,

(]
I

1
]

2. l'aiguillagea ressort qui peut étre pris dans le sens confluent,
mais qui envoie toujours dans la méme direction dans le sens
bifurquant,

L'existence de ce canon montre qu'il existe des configurations dont
la population croit infiniment.

Les canons a planeurs permettent de fabriquer des planeurs qU|
transportent de I'information. Cette information se manipule

— soit, par une collision qui détruit deux planeurs,

l'aiguillagea basculequi dans le sens bifurquant envoie une
fois dans une direction une fois dans l'autre. Cet aiguillage
n'est pas censé étre pris dans le sens confluent.

EEEER
i

I

k]
T
I
u: (8

HE el Le ruban de la machine de Turingugétats, sera matérialisé par
2 =3 =4 n voies paralleéles et chaque case sera matérialisée par und.gare

[
o

e e
H s = HH
T ¥
=0 =1 t=2 =3 =4 =5 =6 =17 =8 b j

e
— L]

E

puan;

1

— soit, par la présence d’un obstacle qui détruit un planeur,

junat L1
E“ IR T

T
T

LA

T
LR
ot
T
1T

! — Le fait que la machine se trouve dans I'éfat. . ., ¢, se tra-
f duit par le fait que la locomotive se trouve sur la vbje. ., n
=3 — Le fait que la téte d’écriture-lecture est positionnée sur une
certaine case se traduit par le fait que la locomotive se trouve
dans la garel correspondante.
HH — Le fait que la machine s’arréte sur une certaine case se traduit
i par le fait que la locomotive rentre dans le hangar terminus,
,: 6 marqué Fin, de la garé correspondante.
— Le fait que le symbol@® ou 1 est écrit sur une certaine case
A l'aide de ces différentes configurations il est alors possible de qu ruban se traduira par le fait que lesigillages & bascule
simuler une machine de Turing, ou une machine arithmétique res- au cceur de la gare Correspondante sont Orientés dans un sen

treinte é_l deus cases. _ _ _ - plutét que dans un autre.
Terminons cette section par une autre configuration difficile &/jci maintenant I'architecture d’'une gark

construire : « un jardin d’Eden », c’est-a-dire une configuration
qui ne peut étre produite par aucune autre configuration :

141l
11T
NN}
117
T

T
T

T

1
T

COOONCNONNCOOCEICONCNN000O00O000C
Sofetfafodontrios 00 00 10 s
o e e et e s sonse wae sas wees T |
[0 e 0 ol 9 6 eee s eve ege o0 ol e A
pfelsieislalsstets don tin dudes
oo a u e s o e s e o wee s we —
SasssnsusasecsessTsssesenecesases

5.2 Chemin de fer \ B a

Nous allons simuler fidelement une machine de Turing a deu 2
symboled) et 1, par une locomotive parcourant un réseau de che 3
min de fer, faisant intervenir trois types d’aiguillages :

Yox ot

PARESSEUX A RESSORT

£ w P -

%

Ir

i

11



et son ceulB, de 5 tas de sables :

| ;
_ ¥ ° ) 1
rB N v *

° ° 3 \ ¥ 9 o3
{ A< L 1 - - - —>

1 r 2 33 a0 o)

(o]
3 ,

o M Lorsque qu’on considere un graphe linéaire, ou chaque sommet

a exactemen voisins, on obtient un phénomene de propagation

c
3 -——;J‘— gauche-droite dé2 a I'intérieur d’'une suite dé

| E ‘ t=0 ...11021111...

 — n ~ t=1 ...11102111...

L= S, I L t=2 ...11110211...
3 %

\‘LL‘
32 v

P

On peut aussi propage? et le dupliquer dans une bifurcation mar-
quée par ur :

| p . . t=0 1102112111
ou est programmée la machine de Turing, 1

1
{(q150715q25<])7 <q151715qlab)7
(q270507q37l>)5 (QQaLLQQﬂ% t=1 1110212111
(Q370;07(147<1); ((13;170;Q4;>)}7 1
1
avecqy, état final. Enfin voici les détails des parti€sde B, qui 1

jouent le role de téte d’écriture-lecture. f—9 1111022111

1
1
1

.
] t=3 1111103111
C R 1

1

t=4 1111110211
. 2
‘ 1

1

v

t=5 1111112021

0
\L 2
1

t=6 1111112102

5.3 Tas de sables (1)

On considére un graphe non orienté dont I'ensenshdie som- 2
mets est un sous-ensembleMlePour chaque sommebn désigne A l'aide de ces configurations on peut construire un graphe
parV; 'ensemble de ses sommets voisins. A I'étape 0 on as- dont les évolutions simulent celui d’une machine arithmétique res-

socie a chaque somméun entierz;(0) > 0 qui physiquement treinte. On a donc la puissance de calcul d’une machine de Turing.
représente le nombre de grains d'un tas de sable. Ces tas de sable

évoluent comme suit : si a I'étagde nombre de grain du tas d . . . -
sablei est plus grand ou égal au nomlatede ses voisins, alors I:5'4 Machine biologique par épissages

tas de sablédonne un grain a chacun des tas de sables voisins. On se donne un alphabgt Une régle d’épissage est un quadru-
a donc, pour tout € N, pletr = (uy,us,u},u)) de mots suk qu’on note aussi :

xi(t+1) = uy | U2
zi(t) — di x (zi(t) > di) + Y (x(t) > dy)

oy Etant donnés deux sous-ensembflél’ de ¥* et un ensemblé?
J i

de régles d’épissage, on écrit
oud; = |V;| et ol I'expressiorfu > v) vautl ou0 suivant qu’on a R
ou qu’on n'a pas: > v. Voici par exemple une évolution cyclique V=W

12



pour signifier queM est formé de I'ensemble des matspour
lesquels il existduy, ug, uj,u}) € R etvy,va,v],vh € ¥, tels
que

viuugvy € V, viujubvh € V, viujubvh = w.

Soit maintenant Ry, ..., R,—1) un n-uplet d’ensembler; de
regles d'épissage. Etant donnés deux sous-ensdrmblede ¥*
On écrit

Vv (Royi‘zn—l) W (20)
pour signifier qu'il existe une suitgy, ..., Vi, de sous-ensemble
V; deX*, tels que

V=W
Vi e Vit
an =W

aveci € 0..(k—1) et f(i) = ¢ mod n.
Une machine a épissages cycliques de degst un quintuplet
S = (E, Et, A, (R(), ey Rnfl)), ou
— %, I'alphabet deM, est un ensemble fini ayai et Y pour
éléments,
— Y, I'alphabet terminal dé/, est un sous-ensemble He
— A, I'ensemble d’axiomes d&/, est un sous-ensemble He,
— chaqueR;, un composant d&/, est un ensemble fini de régles
d’'épissages construites sur
A la machine a épissages cycliqueson associe la fonction/,
de typeX; U {w} — 37 U {w}, définie par

y, Six € Xy etil existey € X} avec
— Ro,..., Ry
M)={  {XavpuamE gy,

w, sinon.

On montre que les machines a épissage cyclique ont la méme puis-
sance de calcul que les machines de Turing.
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