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1 Machine de Turing

1.1 La machine physique

Physiquement, une machine de Turing ressemble à ceci :

Elle est composée
– d’un ruban doublement infini à gauche et à droite, découpé en

cases avec un symbole dans chaqe case,
– d’une tête de lecture et d’écriture positionnée à tout instant en

face d’une case,
– d’une unité centrale, dans laquelle est enregistré un ensemble

fixe I d’instructions, et pouvant se trouver dans un ensemble
fini d’étatsq.

Chaque instruction est un quintuplet de la forme(q, a, a′, q′, d) et
signifie :si l’état de la machine estq et sia est le symbole lu par
la tête de lecture, alors la machine

1. écrit le symbolea′ à la place du symbolea,

2. se déplace d’une case à gauche ou à droite suivant qued = /
oud = .,

3. passe de l’étatq à l’état q′.

Le déroulement d’un calcul avec une telle machine consiste à
partir d’une configuration initiale, d’exécuter tant que possible les
instructions de la machine et de fournir comme résultat le contenu
final du ruban.

Par exemple si l’ensemble enregistré d’instructions est

{(q0, 1, 1, q0, .), (q0,t, 1, q1, /),
(q1, 1, 1, q1, /), (q1,t,t, q2, .),
(q2, 1,t, q3, .), (q2,t,t, q3, .)}

en partant de la configuration

. . .tt1
↑
q0

1t1111 tt . . .

on obtiendra successivement

. . .tt1 1
↑
q0

t1111 tt . . .
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. . .tt11 t
↑
q0

1111 tt . . .

. . .tt1 1
↑
q1

11111 tt . . .

. . .tt1
↑
q1

111111 tt . . .

. . .tt
↑
q1

1111111 tt . . .

. . .tt1
↑
q2

111111 tt . . .

et donc pour résultat final

. . .ttt1
↑
q3

11111 tt . . .

On dispose donc d’une machine permettant de réaliser des addi-
tions du genre

m︷ ︸︸ ︷
11 . . .1 +

n︷ ︸︸ ︷
11 . . .1 =

m+n︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1

1.2 Monoïde libre engendré par un alphabet

SoitΣ un ensemble appeléalphabet. Un motconstruit surΣ, est
une suite finiea = a1a2 . . . an d’élémentsai deΣ. L’entier n, qui
peut être nul, est lalongueurdu mota. L’unique mot de longueur
nul est notéε et l’ensemble des mots construits surΣ est notéΣ?.

Si a = a1 . . . am et b = b1 . . . bn sont des éléments deΣ?, alors
a · b oùab est le mota1 . . . amb1 . . . bn. L’application(a, b) 7→ a · b
deΣ? ×Σ? dansΣ? est appeléeopération de concaténation. C’est
une opération associative, c’est à dire que(x · y) · z = x · (y · z), et
elle admetε pour élément neutre, c’est-à-dire quex ·ε = ε ·x = x.
Si n est est entier positif ou nul etx un élément deΣ?, on désigne
parxn l’élémentx · · ·x︸ ︷︷ ︸

n

deΣ?. Dans le cas particulier oùn = 0,

on considère quexn = ε.
Le couple(Σ?, ·) est appelémonoïde libreengendré par l’alpha-

betΣ.

1.3 La machine mathématique

Donnons nous une bonne fois pour toutes un élémentt appelé
symbole blancet, six est un mot quelconque sur un alphabetΣ,
notons D(x) le mot obtenu en enlevant du début dex tous lest et
F(x) le mot obtenu en enlevant de la fin dex tous lest.

Une machine de Turing est un quintupletM = (Σ, Q, q0, Q
′, τ)

où
– Σ, l’ alphabet deM , est un ensemble fini ayantt pour élé-

ment,
– Q, l’ ensemble des états deM , est un ensemble fini,
– q0, l’ état initial deM , est un élément privilégié deQ,

– Q′, l’ ensemble des états finaux deM , est un sous-ensemble
deQ,

– τ , la fonction de transition deM , est une application de type
(Q−Q′)×Σ → Q×Σ×{/, .}.

L’ensembleI desinstructions deM est l’ensemble des quintuplets
de la forme(q, a, a′, q′, d), avec

(q, a) ∈ (Q−Q′)×Σ et (q′, a′, d) = τ(q, a).

Uneconfiguration deM est un triplet de la forme

(q, D(x), F (y)),

avecq ∈ Q, x ∈ Σ? ety ∈ Σ?. Dans l’ensemble des configurations

deM on introduit la relation binaire
M→ définie par

(q, D(xa), F(by)) M→ (q′, D(xu), F(vy))

ssi

(u, v) =

{
(ε, ab′), si (q, b, b′, q′, /) ∈ I,

(ab′, ε), si (q, b, b′, q′, .) ∈ I.

pour tousa, b, b′ ∈ Σ, x, y ∈ Σ?, et q, q′ ∈ Q.

On note
M→

?

la fermeture transitive réflexive de
M→ c’est-à-dire

quec
M→

?

c′ si et seulement si il existec0, c1, . . . , cn, avecn ≥ 0,

et c = c0, c0
M→ c1, c1

M→ c2, . . ., cn−1
M→ cn, cn = c′.

Soitω une valeur que l’on lit « indéfini » et qui n’appartient pas
àΣ?. A la machine de TuringM on associe la fonctionM , de type
Σ? ∪ {ω} → Σ? ∪ {ω}, définie par

M(x) =




y, si x ∈ Σ? et il existe(qi, y
′, y) avec

(q0, ε, D(x)) M→
?

(qi, y
′, y) et qi ∈ Q′,

ω, sinon.

On dit que la machineM estfiable si pour aucunx ∈ Σ? on a
M(x) = ω.

1.4 Exemple : somme d’entiers codés par des bâ-
tons

Reprenons l’exemple de machine donné à la section 1.1. C’est
donc la machineM = (Σ, Q, q0, Q

′, τ) avecΣ = {t, 1}, Q =
{q0, q1, q2, q3}, Q′ = {q3} etτ défini par l’ensemble d’instructions

{(q0, 1, 1, q0, .), (q0,t, 1, q1, /),
(q1, 1, 1, q1, /), (q1,t,t, q2, .),
(q2, 1,t, q3, .), (q2,t,t, q3, .)}

On a par exemple

(q0, ε, 111 t 1111)
M→ (q0, 1, 11 t 1111)
M→ (q0, 11, 1 t 1111)
M→ (q0, 111,t1111)
M→ (q1, 11, 111111)
M→ (q1, 1, 1111111)
M→ (q1, ε, 11111111)
M→ (q1, ε,t11111111)
M→ (q2, ε, 11111111)
M→ (q3, ε, 1111111)
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Pour tous les entiers naturelsm, n on a alors

M(1m t 1n) = 1m+n

1.5 Exemple : duplication d’un mot

Soit Σ = {a0, . . . , an−1} un alphabet den symboles avec
a0 = t. Voici maintenant une machineM = (Σ, Q, q0, Q

′, τ)
qui duplique les mots sur{a1, . . . , an−1}, c’est-à-dire telle que

M(x) = x · x

pour tout x ∈ (Σ − {t})?. L’ensemble Q de ses états
est formé desm = 5(n − 1) + 6 éléments, de l’une des
formes q0, q1, q2ai , q3ai , q4ai , q5ai , q6, q7, q8ai , q9, q10, avec i ∈
{1, . . . , n−1}. L’ensembleQ′ de ses états finaux est{q10} et sa
fonction de transitionτ est définie par lesn(m−1) instructions, de
l’une des 20 formes,

(q0,t,t, q7, .), (q0, aj , aj , q1, .),
(q1,t,t, q6, /), (q1, aj ,t, q2aj , .),
(q2ai ,t,t, q3ai , .), (q2ai , aj , aj , q2ai , .),
(q3ai ,t, ai, q4ai , /), (q3ai , aj , aj , q3ai , .),
(q4ai ,t,t, q5ai , /), (q4ai , aj , aj , q4ai , /),
(q5ai ,t, ai, q1, .), (q5ai , aj , aj , q5ai , /),
(q6,t,t, q7, .), (q6, aj , aj , q6, /),
(q7,t,t, q10, /), (q7, aj , aj , q8aj , .),
(q8ai ,t, ai, q9, /), (q8ai , aj , aj , q8ai , .),
(q9,t,t, q10, .), (q9, aj , aj , q9, /),

aveci, j ∈ {1, . . . , n−1}. Prenonsn = 3 et0, 1 pour les symboles
a1, a2. La machine fonctionne bien dans le cas particulier oùx est
de longueur0 ou1. On a

M(ε) = ε

car

(q0, ε, ε)
→ (q7, ε, ε)
→ (q10, ε, ε)

On a

M(1) = 11

car

(q0, ε, 1)
→ (q1, 1, ε)
→ (q6, ε, 1)
→ (q6, ε,t1)
→ (q7, ε, 1)
→ (q81, 1, ε)
→ (q9, ε, 11)
→ (q9, ε,t11)
→ (q10, ε, 11)

Dans un cas plus général, on a

M(101) = 101101

car

(q0, ε, 101)
→ (q1, 1, 01)
→ (q20, 1t, 1)
→ (q20, 1 t 1, ε)
→ (q30, 1 t 1t, ε)
→ (q40, 1 t 1,t0)
→ (q50, 1t, 1 t 0)
→ (q50, 1,t1 t 0)
→ (q1, 10, 1 t 0)
→ (q21, 10t,t0)
→ (q31, 10 t t, 0)
→ (q31, 10 t t0, ε)
→ (q41, 10 t t, 01)
→ (q41, 10t,t01)
→ (q51, 10,t t 01)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(q51, 10,t t 01)
→ (q1, 101,t01)
→ (q6, 10, 1 t 01)
→ (q6, 1, 01 t 01)
→ (q6, ε, 101t 01)
→ (q6, ε,t101 t 01)
→ (q7, ε, 101t 01)
→ (q81, 1, 01 t 01)
→ (q81, 10, 1 t 01)
→ (q81, 101,t01)
→ (q9, 10, 1101)
→ (q9, 1, 01101)
→ (q9, ε, 101101)
→ (q9, ε,t101101)
→ (q10, ε, 101101)

1.6 Machine universelle

Désignons parT (Σ) l’ensemble des machines de Turing d’al-
phabetΣ. Une machine de TuringU d’alphabetΥ est diteuni-
verselle pour son alphabet, si il existe une fonction decodage
µ : T (Υ) 7→ Υ? telle que,

U(µ(M) · x) = M(x),

pour toutM ∈ T (Υ) etx ∈ Υ?. On remarque queU(µ(U)·µ(M)·
x) = M(x) et, d’une façon plus générale que, pour toutn ≥ 0,

U(µ(U)n · µ(M) · x) = M(x). (1)

Il est possible de construire un telle machineU avec un codage
µ simple et l’objet des travaux pratiques de ce cours sera d’en
construire une sur un alphabet de 4 symboles.

Une machine de TuringU sur l’alphabetΥ est dite simplement
universellesi, pour tout alphabet finiΣ, il existe deux fonctions de
codageµ : T (Σ) 7→ Υ? et δ : Σ? 7→ Υ?, avecδ injectives, telles
que

U(µ(M) · δ(x)) = δ(M(x)),

pour toutM ∈ T (Σ) et x ∈ Σ?. Ici aussi on remarque que
U(µ(U) · δ(µ(M) · δ(x))) = δ(M(x)) et, d’une façon plus gé-
nérale que, pour toutn ≥ 0,

U(fn(µ(M) · δ(x))) = δn(M(x)), (2)

oùf est la fonction

f : y 7→ µ(U) · δ(y).

On montre qu’il est possible de construire une machine universelle
avec des codagesµ, δ simples.

2 Calculabilité et décidabilité

2.1 Calculabilité

Soit Σ un alphabet fini avect 6∈ Σ. Une fonctionf de type
Σ? → Σ? est ditecalculables’il existe une machine de TuringM
sur l’alphabetΣ ∪ {t} telle quef(x) = M(x), pour toutx ∈ Σ?.

Nous allons montrer par une technique dite dediagonalisation
que :
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Il existe des fonctions de typeΣ? → Σ? qui ne sont pas
calculables.

Autrement dit, les machines de Turing ne peuvent pas tout faire !
L’ensembleG des fonctions calculables est dénombrable, c’est-

à-dire qu’il existe une application bijective

i 7→ gi (3)

de typeN → G, oùN désigne l’ensemble des entiers naturels, (po-
sitifs ou nuls). En effet, l’ensembleGn des éléments deG qui sont
représentables par une machine den états est fini. On peut donc
poserGn = {fn1, fn2, . . . , fn|Gn|} et prendre pour suite infinie
g0, g1, g2, . . . la suite

f11, . . . , f1|G1|, f21, . . . , f2|G2|, f31, . . . , f3|G3|, . . .

De la même façon, en remarquant que pour unn donné l’ensemble
des mot de longueurn sur Σ est fini, on conclut qu’il existe une
application bijective

i 7→ xi (4)

de typeN → Σ?. Les applications (3) et (4) peuvent être visuali-
sées par le tableau

g0 g1 g2 · · · gi · · ·
x0 g0(x0)

x1 g1(x1)

x2 g2(x2)
...

. . .
xi gi(xi)
...

. . .

dont les lignes sont indicées par lesxi, les colonnes par lesgj et
dont les cases de coordonnées(xi, gj) ont pour valeurgj(xi). On
considère la fonction

d : xi 7→ gi(xi) (5)

de typeΣ? → Σ?, qui est représentée par la diagonale du tableau.
Soitd′ une fonction de typeΣ? → Σ? telle que

d′(y) 6= d(y), pour touty ∈ Σ?. (6)

La fonctiond′ n’est pas calculable. En effet si elle l’était, il existe-
rait un indicej tel qued′ = gj et donc telle qued′(xj) = gj(xj),
c’est-à-dire, d’après (5), telle qued′(xj) = d(xj). Il y aurait alors
contradiction avec (6).

Curieusement on montre aussi que la fonction diagonaled, dé-
finie en (5), n’est pas calculable. Supposons qued soit calculable
par une machine de Turing

D = (Σ ∪ {t}, Q, q0, Q
′, τ),

avecQ = {q0, . . . , qn−1}. Soit la machine de Turing

D′ = (Σ ∪ {t}, Q ∪ {qn, qn+1, qn+2}, q0, {qn+2}, τ ′),

obtenue en ajoutant trois nouveaux étatqn, qn+1, qn+2, en considé-
rant queqn+2 est le seul état final et en ajoutant aux instructions de
τ l’ensemble des instructions de la forme

(qi, a, a, qn, /),
(qn, a, b, qn+1, /),
(qn+1, a, a, qn+2, .),

avecqi ∈ Q′, a ∈ Σ ∪ {t} et b toujours le même élément deΣ.
Soit la fonctiond′ : y 7→ D′(y) de typeΣ? → Σ?. Par supposition
et construction cette fonctiond′ serait calculable et telle que

d′(y) = b · d(y),

pour touty ∈ Σ?. Du fait qued′ satisferait à (6), d’après ce que
nous venons de montrer,d′ ne serait pas calculable, ce qui contre-
dirait notre supposition. Il s’ensuit qued n’est pas calculable.

2.2 Décidabilité et indécidabilité

Soit toujoursΣ un alphabet fini avect 6∈ Σ et soient deux élé-
ments privilégiés deΣ? notésvrai et faux. On s’intéresse mainte-
nant au cas particulier des fonctions de type

Σ? → {vrai, faux}. (7)

On appellelangagetout sous-ensembleL de Σ?. On dit que la
reconnaissance deL estdécidable, ou tout simplement queL est
décidable, s’il existe une fonction caculablef de type (7) telle que,
pour toutx ∈ Σ?,

x ∈ L si et seulement sif(x) = vrai.

On utilise le motindécidabledans le sens de non décidable. On
montre que :

Il existe des langages dont la reconnaissnce est indéci-
dable.

Pour ceci il suffit de montrer qu’il existe des fonctions de type
(7) qui ne sont pas calculables. On procède alors comme à la sec-
tion précédente en restreignantG à l’ensemble des fonctions cal-
culables de type (7). On introduit la fonction diagonaled : xi 7→
gi(xi) et la fonctiond′ qui ne peut être que lanégationded, définie
par

xi 7→
{

vrai, si d(x) = faux,

faux, si d(x) = vrai.
(8)

On conclut alors qued′ n’est pas calculable.
Si l’on dipose d’une machine de Turing pour calculer une fonc-

tion f de type (7) il est facile de transformer cette machine en une
machine qui calcule la négation def . Comme à la section précé-
dente on conclut alors que la fonction diagonaled n’est pas calcu-
lable mais aussi d’une façon générale que :

Si la reconnaissance d’un langageL est décidable alors
la reconnaissance de son complémentΣ?−L l’est aussi.

2.3 Indécidabilité de l’arrêt d’une machine de Tu-
ring

Soit T (Σ) l’ensemble des machines construites sur l’alphabet
Σ ∪ {t} avect 6∈ Σ. Soitµ une application de typeT (Σ) → Σ?

et soit le langage

Lµ = {µ(M)·x |M ∈ T (Σ), x ∈ Σ? etM(x) 6= ω}

Rappelons que, par définition,M(x) = ω signifie que l’exécution
de la machineM sur la donnéex ne s’arrête pas. Nous allons mon-
trer que :

La reconnaissance du langageLµ est indécidable.
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La reconnaissance deLµ est connue sous le nom deproblème de
l’arrêt d’une machine de Turing.

Montrer que la reconnaissance deLµ est indécidable revient à
montrer qu’il n’existe pas de machine de TuringA ∈ T (Σ) telle
queA(x) ∈ {vrai, faux} et

A(µ(M)·x) =

{
vrai, si M(x) 6= ω,

faux, si M(x) = ω,

pour toutx ∈ Σ? etM ∈ T (Σ).
Supposons qu’il existe une telle machineA et montrons que l’on

aboutit à une contradiction. En ajoutant quelques instructions à la
machineA, on peut la modifier de façon à ce qu’elle boucle au lieu
de sortirvrai, c’est-à-dire de façon à ce que

A(µ(M)·x) =

{
ω, si M(x) 6= ω,

faux, si M(x) = ω,

Il s’ensuit que

A(µ(M)·x) = ω ssi M(x) 6= ω, (9)

pour toutx ∈ Σ? et M ∈ T (Σ). Soit B la machine duplicatrice,
définie à la section 1.5 et qui est telle queB(x) = x·x. En enchaî-
nant les exécutions deB et de cette nouvelle machineA, on peut
alors construire une machineC telle queC(x) = A(B(x)), donc
telle que, pour toutx ∈ Σ?,

C(x) = A(x·x). (10)

En donnant àx la valeurµ(C) et àM la valeurC dans (9) et (10),
on aboutit à la contradiction :

C(µ(C)) = A(µ(C)·µ(C)),

A(µ(C)·µ(C)) = ω ssiC(µ(C)) 6= ω.

2.4 Autres langages et problèmes indécidables

Voici deux autres célèbres langages indécidables

Problème de correspondance de Post

Soit un alphabet fini de la formeΣ = Σ′ ∪ {#} avec# 6∈ Σ′.
SoitC l’ensemble des ensembles de la forme

{(x1, y1), . . . , (xn, yn)}
où lesxi et yi sont des mots surΣ tels qu’il existe une suite
i1, . . . , ik d’indices avec

xi1 · · ·xik
= yi1 · · · yik

Soit la fonction de codage

π : {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} 7→ x1#y1# · · ·xn#yn#

qui est de typeC → Σ? et soit le langage

LC = {π(c) ∈ Σ? | c ∈ C}.
On montre, mais nous ne le ferons pas ici, que

La reconnaissance du langageLC n’est pas décidable

La reconnaissance deLC est connue sous le nom deproblème de
correspondance de Post.

Dixième problème de Hilbert

Soit Z l’ensemble des entiers (relatif) et soitP l’ensemble des
équations de la forme

p(x1, . . . , xn) = 0

dont le membre gauche est un polynome à coefficients entiers, fai-
sant intervenir les variablesx1, . . . , xn et ayant au moins une solu-
tion dansZ. Soitπ une fonction de codage de typeP → Σ? et soit
le langage

LP = {π(p) ∈ Σ? | p ∈ P}
On montre, mais nous ne le ferons pas ici, que

La reconnaissance du langageLP est indécidable

La reconnaissance deLP est connue sous le nom dedixième pro-
blème de Hilbert.

2.5 Semi-décidabilité

SoitL un langage sur l’alphabetΣ et soitvrai un mot particulier
surΣ. On dit queL, ou que sa reconnaissance, estsemi-décidable,
s’il existe une machine de TuringM , d’alphabetΣ∪{t}, telle que,
pour toutx ∈ Σ?,

x ∈ L ssi M(x) = vrai.

On dit aussi queL estrécursivement énumérable. On peut montrer,
mais nous ne le ferons pas ici, que langageLµ défini à la section
2.3 est semi-décidable. Donc :

Il existe des langages indécidables qui sont semi-
décidables (récursivement énumérables).

3 Machine à s’attraper (tag machine)

Cette section est consacrée à une machine encore plus simple
qu’une machine de Turing, mais ayant la même puissance : la ma-
chine à s’attraper, en anglais, tag machine.

3.1 La machine physique

Donnons un entierd strictement plus grand que 1. Physique-
ment, une machine à s’attraper de pasd ressemble à ceci :

Elle est composée
– d’un ruban doublement infini à gauche et à droite, découpé en

cases avec un symbole dans chaque case,
– d’une tête de lecture positionnée à tout instant en face d’une

case,
– d’une tête d’écriture positionnée à tout instant en face d’une

case se trouvant à droite de la case sur laquelle est positionnée
la tête de lecture,
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– d’une unité centrale, dans laquelle est enregistré un ensemble
fixe I d’instructions.

Chaque instruction est un doublet de la formea0 → a1 . . . an et
signifie :si le symbole lu esta0 alors

1. la tête de lecture se positionned cases plus loin à droite,

2. la tête d’écriture écrit de gauche à droite la suite de symboles
a1 . . . an et se positionnen cases plus loin à droite.

Le déroulement d’un calcul avec une telle machine consiste à
partir d’un ruban initial, à exécuter tant que possible les instruc-
tions de la machine. Par exemple sid = 2 et que l’ensemble enre-
gistré d’instructions est constitué de

d → f t
1 → 1t
t → ε

(on rappelle queε est le mot vide), en partant de la configuration

. . .ttd
↑
L

t1t1ttt1t1t1tt
↑
E

tt . . .

on obtiendra successivement

. . . dt1
↑
L

t1ttt1t1t1tf tt
↑
E

tt . . .

. . . 1t1
↑
L

ttt1t1t1tf t1tt
↑
E

tt . . .

. . . 1tt
↑
L

t1t1t1tf t1t1tt
↑
E

tt . . .

. . .tt1
↑
L

t1t1tf t1t1tt
↑
E

tt . . .

. . . 1t1
↑
L

t1tf t1t1t1tt
↑
E

tt . . .

. . . 1t1
↑
L

tf t1t1t1t1tt
↑
E

tt . . .

. . . 1t f
↑
L

t1t1t1t1t1tt
↑
E

tt . . .

On a donc construit un additionneur qui à partir de

d t
m fois 1︷ ︸︸ ︷

1 t 1 t . . . 1t t t
n fois 1︷ ︸︸ ︷

1 t 1 t . . . 1t

calcule

f t
m+n fois 1︷ ︸︸ ︷

1 t 1 t . . . 1t

3.2 La machine mathématique

Une machine à s’attraper se formalise comme un quadruplet
M = (d, Σ, Σ′, τ) où

– d, le pas deM , est un entier strictement plus grand que 1,
– Σ, l’ alphabet deM , est un ensemble fini de symboles,
– Σ′, l’ ensemble des symboles finaux deM , est un sous-

ensemble deΣ,
– τ , la fonction de transition deM , est une application de type

(Σ−Σ′) → Σ?.
L’ensemble desinstructions deM est l’ensemble des doublets de
la forme

a → τ(a),

aveca ∈ (Σ−Σ′). Uneconfiguration deM est un élément deΣ?.
Dans l’ensemble des configurations deM on introduit la relation

binaire
M→ définie par

a1 · · · adx
M→ x·τ(a1)

pour toutai ∈ Σ, aveca1 ∈ (Σ−Σ′), etx ∈ Σ?.

On note
M→

?

la fermeture transitive réflexive de
M→ c’est-à-dire

quex
M→

?

y si et seulement si il existeu0, u1, . . . , un, avecn ≥ 0,

etx = u0, u0
M→ u1, u1

M→ u2, . . ., un−1
M→ un, un = y.

Soitω une valeur que l’on lit « indéfini » et qui n’appartient pas
à Σ?. A la machine à s’attraperM on associe la fonctionM , de
typeΣ? ∪ {ω} → Σ? ∪ {ω}, définie par

M(x) =




y, si x ∈ Σ? etx
M→

?

y et, soity = ε,
soity commence par un élément deΣ′,

ω, sinon.

On dit que la machineM estfiable si pour aucunx ∈ Σ? on a
M(x) = ω.

3.3 Exemple : somme d’entiers codés par des bâ-
tons

Reprenons l’exemple de machine donné à la section 3.1. C’est
donc la machineM = (d, Σ, Σ′, τ) avecd = 2, Σ = {t, 1 , d , f },
Σ′ = {d, f } etτ est défini par l’ensemble d’instruction

{d → f t, 1 → 1t, t → ε}

On a par exemple

dt1t1ttt1t1t1t
M→ 1t1ttt1t1t1tf t
M→ 1ttt1t1t1tf t1t
M→ tt1t1t1tf t1t1t
M→ 1t1t1tf t1t1t
M→ 1t1tf t1t1t1t
M→ 1tf t1t1t1t1t
M→ f t1t1t1t1t1t

Pour tous les entiers naturelsm, n on a alors

M(dt(1t)mttdt(1t)n) = f t(1t)m+n
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3.4 Exemple : machine euclidienne droite

Voici maintenant une machine un peu compliquée, dont nous
aurons besoin par la suite. Cette machine, entre autres, calcule la
division euclidienne pard d’un entierq codé dans la partie droite
d’un mot.

Etant donné un alphabetΣ, on désigne par

droit(d, k, A, A′, B, B′, C, C′, D, D′)

l’ensemble des machinesM = (d, Σ, Σ′, τ), où pour chaquei ∈
0..(d−1)

A, A′, B, B′, Ci, C
′
i, Di, D

′
i ∈ Σ,

où

Σ′ = {C0, C
′
0, D0, D

′
0, . . . , Cd−1, C

′
d−1, Dd−1, D

′
d−1}

et oùτ est défini par les10+2d instructions :

A → Eλ(E′λ)k,

A′ → (E′λ)d
,

B → F,
B′ → F ′,

E → Gd−1 · · ·G1G0, ,
E′ → G′

d−1 · · ·G′
1G

′
0

F → Hd−1 · · ·H1H0,
F ′ → H ′

d−1 · · ·H ′
1H

′
0,

Gi → #d−1−iCiλ,
G′

i → C′
iλ,

Hi → Diλ,
H ′

i → D′
iλ,

avecλ = #d−1, i ∈ 0..(d−1) et

#, E, E′, F, F ′, Gi, G
′
i, Hi, H

′
i ∈ Σ.

Si p, q, k sont des entiers naturels aveck < d alors

M( Aλ(A′λ)p
Bλ(B′λ)q ) = Crλ(C′

rλ)p′
Drλ(D′

rλ)q′
,
(11)

oùp′, q′, r sont les entiers naturels tels que

p′ = pd + k,
q = q′d + r,
r < d.

Montrons que l’on a bien (11). Pour alléger les notations, posons
e = d−1. On a successivement

Aλ(A′λ)pBλ(B′λ)q

M→
Bλ(B′λ)qEλ(E′λ)p′

M→
Eλ(E′λ)p′

F (F ′)q

M→
F (F ′)q′d+rGe · · ·G0(G

′
e · · ·G′

0)
p′

=

F (F ′ · · ·F ′︸ ︷︷ ︸
e

F ′)q′
r︷ ︸︸ ︷

F ′ · · ·F ′
e−r︷ ︸︸ ︷

Ge · · ·Gr+1︸ ︷︷ ︸
e

Gr · · ·G0 (G′
e · · ·G′

0)
p′

M→
Gr · · ·G0 (G′

e · · ·G′
0)

p′
He · · ·H0 (H ′

e · · ·H ′
0)

q′

=

Gr Gr+1 · · ·G0︸ ︷︷ ︸
r

(G′
e · · ·G′

r+1︸ ︷︷ ︸
e−r

G′
r G′

r+1 · · ·G′
0︸ ︷︷ ︸

r

)
p′

He · · ·Hr+1︸ ︷︷ ︸
e−r

Hr · · ·H0 (H ′
e · · ·H ′

0)
q′

M→
Hr · · ·H0 (H ′

e · · ·H ′
0)

q′
#e−r Cr λ (C′

r λ)
p′

=

Hr Hr−1 · · ·H0︸ ︷︷ ︸
r

(H ′
e · · ·H ′

r+1︸ ︷︷ ︸
e−r

H ′
r H ′

r−1 · · ·H ′
0︸ ︷︷ ︸

r

)
q′

# · · ·#︸ ︷︷ ︸
e−r

Cr λ (C′
r λ)

p′

M→
Cr λ (C′

r λ)p′
Dr λ (D′

r λ)q′

3.5 Exemple : machine euclidienne gauche

A partir d’une machine euclidienne droite on peut construire une
machine euclidienne gauche qui fait la même chose mais en inver-
sant les rôles dep et q.

Etant donné un alphabetΣ, on désigne par

gauche(d, k, A, A′, B, B′, C, C′, D, D′)

l’ensemble des machinesM = (d, k, Σ, Σ′, τ), où, pour chaque
i ∈ 0..(d−1),

A, A′, B, B′, Ci, C
′
i, Di, D

′
i ∈ Σ,

où

Σ′ = {C0, C
′
0, D0, D

′
0, . . . , Cd−1, C

′
d−1, Dd−1, D

′
d−1}

et oùτ est défini par les instructions

A → Aλ,
A′ → A′λ,

Di → Diλ,
D′

i → D′
iλ,

auxquelles on ajoute les instructions d’une machine appartenant à

droit(d, k, B, B′, A, A′, D, D′, C, C′),

aveci ∈ 0..(d−1), λ = #d−1 et# ∈ Σ.
Si p, q, k sont des entiers naturels aveck < d, on voit immédia-

tement que

M( Aλ(A′λ)pBλ(B′λ)q ) = Crλ(C′
rλ)p′

Drλ(D′
rλ)q′

,
(12)

oùp′, q′, r sont les entiers naturels tels que

q′ = qd + k,
p = p′d + r,
r < d.
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3.6 Equivalence des machines de Turing et des ma-
chines à s’attraper

On se convainc facilement que l’on peut simuler le fonctionne-
ment d’une machine à s’attraperA par une machine de TuringT .
Nous allons montrer que l’inverse est aussi possible, ce qui nous
permettra de conclure par :

Les machines à s’attraper ont la même puissance de cal-
cul que les machines de Turing.

Soit une machine de TuringT construit sur l’alphabet ded élé-
mentsΣ = {a0, a1, . . . , ad−1} aveca0 = t. Une configuration
quelconque deT

c = (Q, apm · · · ap1ap0 , aj aq0aq1 · · · aqn)

peut se coder par le triplet

µ(c) = (Qj , p, q)

avec

Qj = (Q, j) et p =
m∑

i=0

pi × di et q =
n∑

i=0

qi × di

Si c
T→ c′ alors, suivant que l’instruction exécutée est de la forme

(Q, aj , ak, R, .) (13)

ou
(Q, aj, ak, R, /), (14)

on introduit les entiers naturelsp′, q′, r définis par les relations

p′ = pd + k et q = q′d + r et r < d

ou
q′ = qd + k et p = p′d + r et r < d.

On a alors
µ(c′) = (Rr, p

′, q′).

Introduisons un alphabetΣ, comportant notamment le symbole
#, tous les couplesQk = (Q, k), oùQ est un état quelconque de
T etk ∈ 0..(d−1) et des variantesQ′

k, Q
k
, Q′

k
de ces couples. En

posantλ = #d−1, codons le triplet

µ(c) = (Qk, p, q)

par le mot surΣ :

ν(c) = Qk λ (Q′
k λ)p

Q
k
λ (Q′

k
λ)q

,

l’instruction (13) par les instructions d’une machine de type

droit(d, k, Qj , Q
′
j, Qj

, Q′
j
, R, R′, R, R′)

et l’instruction (14) par les instructions d’une machine de type

gauche(d, k, Qj , Q
′
j, Qj

, Q′
j
, R, R′, R, R′)

En prenant un alphabetΣ ayant suffisamment d’éléments, on
construira ainsi une machine à s’attraperA telle que

c
T→

?

c′ ssi ν(c) A→
?

ν(c′).

4 Machine arithmétique minimale

4.1 Machine physique

Physiquement, une machine arithmétique restreinte est compo-
sée

– d’une infinité de cases, numérotées0, 1, 2, . . ., chacune pou-
vant contenir un entier naturel aussi grand que l’on veut,

– d’une unité centrale dans laquelle est enregistré un ensemble
fixe I d’instructions, pouvant se trouver dans un ensemble fini
d’étatsq et communiquant avec toutes les cases.

Chaque instruction est

1. soit un triplet(q, i, q′) qui signifie :si l’état de la machine est
q alors augmenter de1 le contenu de la case numéroi,

2. soit un quadruplet(q, i, q′, q′′) qui signifie :si l’état de la ma-
chine estq alors, s’il est possible de dimunuer de1 le contenu
de la case numéroi, le faire et passer à l’étatq′, sinon ne rien
faire mais passer à l’étatq′′.

Par exemple si l’ensemble d’instructionsI est

{(q0, 1, q1, q2), (q1, 0, q0)}

en partant de la configuration

q0

0

4
1

3
2

0 . . .

on obtiendra successivement

q1

0

4
1

2
2

0 . . .

q0

0

5
1

2
2

0 . . .

q1

0

5
1

1
2

0 . . .

q0

0

6
1

1
2

0 . . .

q1

0

6
1

0
2

0 . . .

q0

0

7
1

0
2

0 . . .

et finalement

q2

0

7
1

0
2

0 . . .

On a donc calculé4 + 3 = 7.

4.2 Machine mathématique

Une machine arithmétique restreinte est un quadrupletM =
(Q, q0, Q

′, τ) où
– Q, l’ ensemble des états deM , est un ensemble fini,
– q0, l’ état initial deM , est un élément choisi deQ,
– Q′, l’ ensemble des états finaux deM , est un sous-ensemble

deQ,
– τ , la fonction de transition deM , est une application de type

(Q−Q′) → (N×Q) ∪ (N×Q×Q).
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L’ensemble desinstructions deM est l’ensemble des triplets et
quadruplets qui sont de la forme(q, i, q′) ou (q, i, q′, q′′) avecq ∈
(Q−Q′ et soit(i, q′) = τ(q) ou (i, q′, q′′) = τ(q), suivant le cas.

Etant donné un motx surN, c’est-à-dire un élément deN?, on
note F(x) le mot obtenu en enlevant tous les0 qui terminentx. On
note F(N?) l’ensemble desx ∈ N? tels quex = F(x).

Uneconfiguration deM est un doublet de la forme

(q, F(x)),

avecq ∈ Q et x ∈ N?. Dans l’ensemble des configuration deM

on introduit la relation binaire
M→ formée de l’ensemble des couples

qui sont de la forme

(q, F(xky))) M→ (q′, F(xly), )

avecx, y ∈ N? etk, l ∈ N, et qui satisfont à l’une des trois condi-
tions :

1 τ(q) = (i, q′), |x| = i, l = k + 1,
2 τ(q) = (i, q′, q′′), |x| = i, l = k − 1, k > 0,
3 τ(q) = (i, q′′, q′), |x| = i, l = k, k = 0.

Ici |x| désigne la longueur du motx.

On note toujours
M→

?

la fermeture transitive réflexive de
M→ et on

introduit l’élémentω que l’on lit « indéfini ».
A la machineM on associe la fonctionM , de typeN? ∪{ω} →

N? ∪ {ω}, définie par

M(x) =




y, si il existeqi ∈ Q′ ety ∈ N?,

tels que(q0, F(x)) M→
?

(qi, y)

ω, sinon.

On dit que la machineM estfiable si pour aucunx ∈ N? on a
M(x) = ω.

4.3 Machine arithmétique restreinte à deux cases

Nous allons montrer que

Les machines arithmétiques restreintes qui n’utilisent
que deux cases ont la même puissance de calcul que les
autres machines arithmétiques restreintes.

Soitµ l’application bijective de type F(N?) → N

u1 · · ·un 7→
n∏

i=1

πui

i ,

où πi désigne leienombre premier :π1 = 2, π2 = 3, π3 =
5, etc. SoitM une machine arithmétique restreinte quelconque.
Nous allons construire une machine arithmétique restreinteM ′,
dont les instructions(q, i, q′), (q, i, q′, q′′) respectent la condition
i ∈ {0, 1}, et qui est telle que,

M(x) = µ−1(M ′(µ(x))), (15)

pour toutx ∈ F(N?).
Si la première machine est de la forme

M = (Q, q0, Q
′, τ),

τ étant défini par l’ensembleI d’instructions, la seconde machine
sera de la forme

M ′ = (Q ∪ R, q0, Q
′, τ ′)

où Q ∪ R et l’ensemble d’instructionsI ′ qui définissentτ ′ sera
obtenu en remplaçant chaque instruction deI de la forme

(q, i, q′) par




(q, 0, q11, q2),
(q11, 1, q12),
(q12, 1, q13),

...
(q1πi , 1, q),

(q2, 1, q3, q
′),

(q3, 0, q2)




(16)

et en remplaçant chaque instruction deI de la forme

(q, i, q′, q′′) par




(q, 0, q12, q5),

(q11, 0, q12, q3),
(q12, 0, q13, q5),
(q13, 0, q14, q5),

...
(q1πi , 0, q2, q5),

(q2, 1, q11),

(q3, 1, q4, q
′),

(q4, 0, q3),

(q5, 1, q61, q
′′),

(q61, 0, q62),
(q62, 0, q63),

...
(q6πi , 0, q5).




(17)

Bien entendu, lesqi et qij sont des nouveaux états tous distincts.
Supposons que la case numéro1 contienne l’entier0. La série

d’instructions en (16) exprime que dans l’étatq on multiplie le
contenu de la case numéro0 parπi et qu’on passe à l’étatq′, avec
le contenu de la case1 égal à0. La série d’instructions en (17) ex-
prime que dans l’étatq, suivant qu’il est possible ou qu’il n’est pas
possible de diviser le contenu de la case numéro0 parπi, on le fait
et on passe à l’étatQ′ avec le contenu de la case1 égal à0, ou on se
contente de passer à l’étatq′′ avec le contenu de la case1 toujours
égal à0. Il s’ensuit que, pour toutu, v ∈ F(N?) etq ∈ Q,

(q0, u) M→
?

(q, v) ssi (q, µ(u)) M ′→
?

(q0, µ(v)),

d’où l’égalité (15).

4.4 Equivalence avec les machines de Turing

Nous allons aussi montrer que

Les machines arithmétiques restreintes ont la même puis-
sance de calcul que les machines de Turing.

Soit M une machine arithmétique restreinte quelconque. Nous
avons vu qu’il est possible de simuler le fonctionnement deM
par une machineM ′ de même nature, mais n’utilisant que deux
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cases. Il est alors facile de simulerM ′ par une machine de Turing
T d’alphabet{t, 0, 1}. Pour ceci à chaque configuration

c = (Q, F (pq))

deM ′, avecp etq pris dansN, on fait correspondre la configuration

µ(c) = (Q, ε, 1 . . .1︸ ︷︷ ︸
p

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

)

deT . Il est alors facile de définirT de façon à ce que

c
M ′→

?

c′ ssi µ(c) T→
?

µ(c′)

et de simuler ainsi le fonctionnement deM?.
Soit maintenantT une machine de Turing construite sur l’al-

phabet ded élémentsΣ = {a0, a1, . . . , ad−1} aveca0 = t. Une
configuration quelconque deT

c = (Q, apm · · · ap1ap0 , aj aq0aq1 · · · aqn)

peut se coder par le doublet

µ(c) = (Qj , F(pq)),

(attentionpq désigne ici un mot de longeur2) avec

Qj = (Q, j) et p =
m∑

i=0

api × di et q =
n∑

i=0

aqi × di

Si c
T→ c′ alors, suivant que l’instruction exécutée est de la forme

(Q, aj , ak, R, .) (18)

ou
(Q, aj, ak, R, /), (19)

on introduit les entiers naturelsp′, q′, r définis par les relations

p′ = pd + k et q = q′d + r et r < d

ou
q′ = qd + k et p = p′d + r et r < d.

On a alors
µ(c′) = (Rr, F(p′q′)).

Il est alors facile de construire une machine arithmétique restreinte
M telle que

c
T→

?

c′ ssi µ(c) M→
?

µ(c′)

et qui simulera donc le fonctionnement deT .

.

5 Machines farfelues

5.1 Jeux de la vie

En 1970 J.H. Conway a introduit le jeu suivant. On se donne une
grille infinie et une « population » représentée par un ensemble de
pions repartis dans les différentes cases de la grille. Cette popula-
tion évolue de génération en génération selon les règles suivantes :

Soit une case quelconqueu de la grille et soit n le
nombre de pions qui se trouve dans les 8 cases voisines
v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8 :

v1 v2 v3

v4 u v5

v6 v7 v8

– Naissance. Si la caseu est vide et sin = 3 alors à la généra-
tion suivante il y aura un pion dans la caseu, sinon la caseu
restera vide.

– Survie. Si la caseu n’est pas vide et sin = 2 oun = 3, alors
à la génération suivante il y aura toujours un pion das la case
u.

– Mort. Si la caseu n’est pas vide et sin 6= 2 etn 6= 3, alors à
la génération suivante il n’y aura plus de pion das la caseu.

Le passage d’une génération à l’autre s’effectue en appliquant ces
règles sur toutes les cases en parallèle.

Par exemple si on part à l’instantt = 0 avec trois pions voisins
alignés horizontalement on engendrera périodiquement les confi-
gurations suivantes :

Par contre si l’on part de l’une des configuration stables suivantes :

toutes les générations resterons identiques. Un cas intéressant est
le « planeur » qui se propage dans l’espace sur un axe à 45 degrès
(ici vers le bas et la droite) :

Un cas encore plus intéressant est le « canon à planeurs » qui toutes
les 30 générations émet un planeur qui se dirige vers le bas et la
droite de la grille :
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L’existence de ce canon montre qu’il existe des configurations dont
la population croit infiniment.

Les canons à planeurs permettent de fabriquer des planeurs qui
transportent de l’information. Cette information se manipule

– soit, par une collision qui détruit deux planeurs,

– soit, par une collision qui détruit un seul planeur,

– soit, par la présence d’un obstacle qui détruit un planeur,

A l’aide de ces différentes configurations il est alors possible de
simuler une machine de Turing, ou une machine arithmétique res-
treinte à deus cases.

Terminons cette section par une autre configuration difficile à
construire : « un jardin d’Eden », c’est-à-dire une configuration
qui ne peut être produite par aucune autre configuration :

5.2 Chemin de fer

Nous allons simuler fidèlement une machine de Turing à deux
symboles0 et 1, par une locomotive parcourant un réseau de che-
min de fer, faisant intervenir trois types d’aiguillages :

1. l’aiguillageparesseux, qui mémorise la façon dont il a été pris
dans le sens confluent et renvoie dans la même direction dans
le sens bifurquant,

2. l’aiguillageà ressort, qui peut être pris dans le sens confluent,
mais qui envoie toujours dans la même direction dans le sens
bifurquant,

3. l’aiguillageà bascule, qui dans le sens bifurquant envoie une
fois dans une direction une fois dans l’autre. Cet aiguillage
n’est pas censé être pris dans le sens confluent.

Le ruban de la machine de Turing àn états, sera matérialisé par
n voies parallèles et chaque case sera matérialisée par une gareA.

– Le fait que la machine se trouve dans l’étatq1, . . . , qn se tra-
duit par le fait que la locomotive se trouve sur la voie1, . . . , n.

– Le fait que la tête d’écriture-lecture est positionnée sur une
certaine case se traduit par le fait que la locomotive se trouve
dans la gareA correspondante.

– Le fait que la machine s’arrête sur une certaine case se traduit
par le fait que la locomotive rentre dans le hangar terminus,
marqué Fin, de la gareA correspondante.

– Le fait que le symbole0 ou 1 est écrit sur une certaine case
du ruban se traduira par le fait que lesn aigillages à bascule
au cœur de la gare correspondante sont orientés dans un sens
plutôt que dans un autre.

Voici maintenant l’architecture d’une gareA,
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et son œurB,

où est programmée la machine de Turing,

{(q1, 0, 1, q2, /), (q1, 1, 1, q1, .),
(q2, 0, 0, q3, .), (q2, 1, 1, q2, /),
(q3, 0, 0, q4, /), (q3, 1, 0, q4, .)},

avecq4, état final. Enfin voici les détails des partiesC deB, qui
jouent le rôle de tête d’écriture-lecture.

5.3 Tas de sables

On considère un graphe non orienté dont l’ensembleS de som-
mets est un sous-ensemble deN. Pour chaque sommeti on désigne
parVi l’ensemble de ses sommets voisins. A l’étapet = 0 on as-
socie à chaque sommeti un entierxi(0) ≥ 0 qui physiquement
représente le nombre de grains d’un tas de sable. Ces tas de sable
évoluent comme suit : si à l’étapet le nombre de grain du tas de
sablei est plus grand ou égal au nombredi de ses voisins, alors le
tas de sablei donne un grain à chacun des tas de sables voisins. On
a donc, pour touti ∈ N,

xi(t+1) =

xi(t) − di × (xi(t)≥di) +
∑
j∈Vi

(xj(t)≥dj)

oùdi = |Vi| et où l’expression(u ≥ v) vaut1 ou0 suivant qu’on a
ou qu’on n’a pasu ≥ v. Voici par exemple une évolution cyclique

de 5 tas de sables :

Lorsque qu’on considère un graphe linéaire, où chaque sommet
a exactement2 voisins, on obtient un phénomène de propagation
gauche-droite de02 à l’intérieur d’une suite de1

t = 0 . . . 11021111 . . .
t = 1 . . . 11102111 . . .
t = 2 . . . 11110211 . . .

On peut aussi propager02 et le dupliquer dans une bifurcation mar-
quée par un2 :

t = 0 1102112111
1
1

t = 1 1110212111
1
1
1

t = 2 1111022111
1
1
1

t = 3 1111103111
1
1
1

t = 4 1111110211
2
1
1

t = 5 1111112021
0
2
1

t = 6 1111112102
1
0
2

A l’aide de ces configurations on peut construire un graphe
dont les évolutions simulent celui d’une machine arithmétique res-
treinte. On a donc la puissance de calcul d’une machine de Turing.

5.4 Machine biologique par épissages

On se donne un alphabetΣ. Une règle d’épissage est un quadru-
pletr = (u1, u2, u

′
1, u

′
1) de mots surΣ qu’on note aussi :

u1 u2

u′
1 u′

2

Etant donnés deux sous-ensembleV, W deΣ? et un ensembleR
de règles d’épissage, on écrit

V
R→ W
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pour signifier queM est formé de l’ensemble des motsw pour
lesquels il existe(u1, u2, u

′
1, u

′
1) ∈ R et v1, v2, v

′
1, v

′
2 ∈ Σ?, tels

que
v1u1u2v2 ∈ V, v′1u

′
1u

′
2v

′
2 ∈ V, v1u1u

′
2v

′
2 = w.

Soit maintenant(R0, . . . , Rn−1) un n-uplet d’ensembleRi de
règles d’épissage. Etant donnés deux sous-ensembleV, W de Σ?

On écrit

V
(R0,...,Rn−1)−→ W (20)

pour signifier qu’il existe une suiteV0, . . . , Vk de sous-ensemble
Vi deΣ?, tels que

V = V0

Vi

Rf(i)→ Vi+1

Vn = W

aveci ∈ 0..(k−1) etf(i) = i mod n.
Une machine à épissages cycliques de degrén est un quintuplet

S = (Σ, Σt, A, (R0, . . . , Rn−1)), où
– Σ, l’ alphabet deM , est un ensemble fini ayantX et Y pour

éléments,
– Σt, l’ alphabet terminal deM , est un sous-ensemble deΣ,
– A, l’ensemble d’axiomes deM , est un sous-ensemble deΣ?,
– chaqueRi, un composant deM , est un ensemble fini de règles

d’épissages construites surΣ.
A la machine à épissages cycliquesM on associe la fonctionM ,

de typeΣ?
t ∪ {ω} → Σ?

t ∪ {ω}, définie par

M(x) =




y, si x ∈ Σ?
t et il existey ∈ Σ?

t avec

{XxY } ∪ A
(R0,...,Rn−1)−→ {y},

ω, sinon.

On montre que les machines à épissage cyclique ont la même puis-
sance de calcul que les machines de Turing.
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