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labor omnia vinit improbus 1À la mémoire de Kléber Gardi, mon grand-père.

Là où il y a une volonté, il y a un hemin.Gaston Rébu�at (1921�1985),alpiniste français, né à Marseille.

1Un travail opiniâtre vient à bout de tout. Virgile (Géorgiques, Livre I, vers 145�146).
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RésuméLe problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle peut être formulé omme suiten les termes de la théorie des graphes : étant donné un graphe G non orienté et un entier
k, déterminer une oloration minimum de G tel que haque ouleur apparaisse au plus kfois. Lorsque le graphe G est un graphe d'intervalles, e problème a des appliations dansle domaine de la plani�ation de personnel. Ainsi, ette thèse a pour objet l'étude détailléede la omplexité du problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle pour les graphesd'intervalles ou de lasse apparentée.Les deux premiers hapitres de la thèse traitent de la omplexité du problème pour lesgraphes d'intervalles, ainsi que deux extensions, les graphes d'ars irulaires et les graphesde toléranes. Lorsque le problème s'avère être polynomial, nous proposons des algorithmesà la fois simples et e�aes pour le résoudre (notamment des algorithmes en temps et espaelinéaire).Motivé par des aspets pratiques, nous analysons ensuite l'impat de la propriété suivantesur la omplexité du problème : le graphe G admet une oloration où haque ouleur apparaîtau moins k fois. Nous montrons que si un graphe d'intervalles satisfait ette ondition, alorselui-i admet une partition optimale en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k qui peut êtrealulée en temps et espae linéaire. Cette assertion est ensuite étendue aux graphes sans
K1,3, aux graphes d'ars irulaires, ainsi qu'aux graphes triangulés pour k ≤ 4.Le dernier hapitre est onsaré à ertains problèmes de partition relatifs aux graphesd'intervalles. Nous y étudions en partiulier le problème de la partition d'un graphe d'in-tervalles ou d'ars en sous-graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissons laproposition suivante : tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉sous-graphes d'intervalles propres et elle-i peut être alulée en temps O(n log n + m) etespae linéaire. Ce résultat est mis à pro�t lors de la oneption d'algorithmes polynomiauxd'approximation pour un problème de plani�ation de personnel lié à l'ordonnanement aveexlusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'ars.Mots-lefs : ordonnanement ave exlusion mutuelle, oloration de graphes, plani�a-tion de personnel, graphes d'intervalles, lasses de graphes.
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AbstratThe mutual exlusion sheduling problem an be formulated as follows in graph-theoretiterms : given an undireted graph G and an integer k, determine a minimum oloring of Gsuh that eah olor is used at most k times. When the graph G is an interval graph, thisproblem has some appliations in workfore planning. Then, the subjet of this thesis is todetail the omplexity of the mutual exlusion sheduling problem for interval graphs andrelated lasses.The �rst two hapters of the thesis deal with the omplexity of the problem for inter-val graphs, as well as two extensions, irular-ar graphs and tolerane graphs. When theproblem is proved to be polynomial, we propose some simple and e�ient algorithms for itsresolution (in partiular linear time and spae algorithms).Motivated by pratial aspets, we also analyse the impat of the following property onthe omplexity of the problem : the graph G admits a oloring suh that eah olor appearsat least k times. We show that if an interval graph satis�es this property, then it admits anoptimal partition into ⌈n/k⌉ stable sets of size at most k whih an be omputed in lineartime and spae. Then, this assertion is extended to K1,3-free graphs, irular-ar graphs, aswell as hordal graphs for k ≤ 4.The last hapter is devoted to partition problems related to interval graphs. We inves-tigate partiularly the problem of partitioning interval ou irular-ar graphs into properinterval subgraphs, for whih the following proposition is established : any interval graphadmits a partition into less than ⌈log3 n⌉ proper interval graphs and this one an be ompu-ted in O(n log n + m) time and linear spae. This result is used in the design of polynomialapproximation algorithms for a workfore planning problem related to mutual exlusionsheduling for interval or irular-ar graphs.Title : Mutual exlusion sheduling with interval graphs or related lasses : omplexityand algorithms.Keywords : mutual exlusion sheduling, graph oloring, workfore planning, intervalgraphs, lasses of graphs.
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� In an address delivered on 9 September 1949 at a meeting of the Amerian PsyhologialAssoiation at Denver, Colorado, Thorndike [1950℄ studied the problem of the `lassi�ation'of personnel :[...℄ There are, as has been indiated, a �nite number of permutations in the assignment ofmen to jobs. When the lassi�ation problem as formulated above was presented to a mathe-matiian, he pointed to this fat and said that from the point of view of the mathematiianthere was no problem. Sine the number of permutations was �nite, one had only to trythem all and hoose the best. He dismissed the problem at that point. This is rather oldomfort to the psyhologist, however, when one onsiders that only ten men and ten jobsmean over three and a half million permutations. Trying out all the permutations may be amathematial solution to the problem, it is not a pratial solution. � 2Alexander Shrijver,Combinatorial Optimization : Polyhedra and E�ieny,Volume A, pages 295�296. (Historial notes)

2� Dans une ommuniation livrée le 9 Septembre 1949 à un olloque de l'Assoiation Amériaine dePsyhologie à Denver, Colorado, Thorndike [1950℄ étudiait le problème de la `lassi�ation' du personnel :[...℄ Il y a, omme il l'a été indiqué, un nombre �ni de permutations dans l'a�etation des hommes auxtâhes. Quand le problème de la lassi�ation omme formulé i-dessus fut présenté à un mathématiien, ilsouligna e fait et dit que du point de vue du mathématiien il n'y avait pas de problème. Puisque le nombrede permutations est �ni, il n'y a qu'à toutes les essayer et hoisir la meilleure. Il laissa le problème en etétat. Cela n'est guère réonfortant pour le psyhologue, ependant, quand on sait que seulement dix hommeset dix tâhes entraînent plus de trois millions et demi de permutations. Essayer toutes les permutations peutêtre une solution mathématique au problème, e n'est pas une solution pratique. �
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Chapitre 1IntrodutionCette thèse est dédiée à l'étude d'un problème d'ordonnanement où la relation d'exlu-sion mutuelle entre les tâhes est représentée par un graphe d'intervalles ou d'une lasseapparentée. Après avoir introduit le problème et sa formulation en les termes de la théoriedes graphes, nous donnerons, onernant les di�érentes lasses de graphes étudiées, toutesles dé�nitions néessaires à la bonne ompréhension du mémoire. En�n, nous ferons un étatde l'art du problème à l'issue duquel nous annonerons le plan ainsi que les prinipauxrésultats de la thèse.Pour des raisons évidentes, nous onsidérerons le leteur omme étant initié aux notionsles plus basiques de l'algorithmique et de la théorie des graphes. Si toutefois e n'était pasle as, nous invitons elui-i à onsulter les ouvrages de Cormen et al. [28℄ et de Berge [9℄(en français), ou enore l'exellent livre de Golumbi [75℄ dont le sujet se situe préisémentà la roisée de es deux domaines.1.1 Présentation du problèmeVoii un problème fondamental en théorie de l'ordonnanement : n tâhes doivent êtreexéutées sur k proesseurs en le minimum de temps, ave la ontrainte que ertaines nepeuvent pas être exéutées en même temps pare qu'elles partagent les mêmes ressoures.En raison de leurs appliations industrielles importantes, de nombreuses variantes de eproblème ont déjà fait l'objet d'études approfondies ; la très vaste littérature onsaréeaux domaines de l'optimisation ombinatoire et de la reherhe opérationnelle abonde deréférenes à leurs sujets (le leteur intéressé est renvoyé à l'artile de Krarup et De Werra[106℄ ainsi qu'au réent reueil de Blazewiz et al. [12℄).Lorsque toutes les tâhes ont le même temps d'exéution, le problème en question peutêtre élégamment formulé en les termes de la théorie des graphes. En e�et, un moyen des plusnaturels pour représenter l'exlusion mutuelle entre les tâhes est un graphe non orienté,où haque sommet orrespond à une tâhe et deux sommets sont reliés par une arête si lestâhes orrespondantes sont en on�it. Un ordonnanement optimal des n tâhes sur les kproesseurs orrespond alors exatement à une oloration des sommets du graphe à l'aidedu plus petit nombre de ouleurs possible tel que haque ouleur n'apparaisse pas plus de k1



2 Chapitre 1. Introdutionfois (voir la �gure 1.1). Nous rappelons que olorier un graphe non orienté onsiste en lemarquage de haun de ses sommets par une ouleur de façon à e que deux sommets reliéspar une arête aient des ouleurs di�érentes ; lorsque le nombre de ouleurs utilisées est leplus petit possible, nous obtenons alors une oloration minimum du graphe.
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Fig. 1.1 � ordonnanement vs oloration.De e fait, Baker et Co�man [6℄ ont baptisé problème d'ordonnanement ave exlu-sion mutuelle (de l'anglais mutual exlusion sheduling problem) le problème d'optimisationombinatoire suivant :Ordonnanement ave Exlusion MutuelleEntrée : un graphe G = (V,E), un entier positif k ;Sortie : une oloration minimum de G où haque ouleur apparaît au plus k fois.Par ommodité, nous utiliserons l'abréviation Ordo pour nommer e problème. Lorsque
k est un paramètre �xé (i.e. une onstante du problème), nous parlerons du problème k-Ordo.

RFig. 1.2 � Un graphe d'intervalles et sa représentation.Colorier un graphe ave le minimum de ouleurs est un problème NP-di�ile des plusélèbres [104℄. Par onséquent, le problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle est luiaussi NP-di�ile et la reherhe d'un algorithme polynomial résolvant le problème dans leas le plus général semble ompromise. Toutefois, si l'on se restreint à des graphes pour les-quels une oloration minimum peut être obtenue en temps et espae polynomial (omme parexemple les graphes parfaits), alors le problème Ordo n'est plus néessairement NP-di�ile.Parmi es graphes, les graphes d'intervalles se distinguent par leur hamp d'appliation aussilarge que varié : génétique, ordonnanement, psyhologie, arhéologie, et (pour une revueomplète de es appliations, nous renvoyons le leteur aux ouvrages de Roberts [132, 133℄,Golumbi [75℄ et Fishburn [54℄). Un graphe d'intervalles est le graphe des intersetions d'unensemble d'intervalles de l'axe des réels, 'est-à-dire un graphe dont haque sommet peutêtre mis en orrespondane ave un intervalle de façon à e que deux sommets reliés par unearête soient représentés par des intervalles qui se hevauhent (voir la �gure 1.2).



1.1 Présentation du problème 3Voii une appliation se rapportant aux graphes d'intervalles que nous avons renontréelors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du Groupe Air Liquide, spéialisée dansla résolution de problèmes de plani�ation de personnel. Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble detâhes journalières à a�eter à des employés, haune possédant une date de début di etune date de �n fi. Un employé ne peut e�etuer orretement un ensemble de tâhes quesi elles-i ne se hevauhent pas dans le temps. Pour diverses raisons (ode du travail,séurité, maintenane des mahines), un employé ne doit pas non plus e�etuer plus de ktâhes dans une journée de travail (ave généralement k ≤ 5). La question qui se pose alorsest : ombien d'employés doit-on mobiliser pour qu'à la �n de la journée toutes les tâhesaient été réalisées ? Bien entendu, un planning dérivant quelles sont les tâhes à allouer àhaque employé est demandé en sus. La �gure 1.3 montre un planning produit par le logiielBamboo [7℄ et son moteur de plani�ation automatique, auquel nous avons ontribué.

Fig. 1.3 � Un planning de personnel en aérogare.Chaque tâhe Ti n'étant ii qu'un intervalle [di, fi] de l'axe du temps, le problème re-vient à olorier le graphe d'intervalles sous-jaent tel que haque ouleur n'apparaisse pasplus de k fois, soit le problème Ordo pour les graphes d'intervalles. Lorsque le planning estylique (les mêmes tâhes se répètent haque jour et ertaines d'entre elles sont à hevalsur deux jours onséutifs), le problème se ramène alors au problème Ordo pour les graphesd'ars irulaires. Lorsqu'il manque des employés pour e�etuer la totalité des tâhes pré-vues (absenes, sous-e�etifs, mauvaises prévisions), il peut être intéressant d'autoriser lehevauhement entre ertaines tâhes lors de l'a�etation. Dans e as, le problème se ré-duit au problème Ordo pour les graphes de toléranes. Les dé�nitions et propriétés de esdi�érentes lasses de graphes seront détaillées une prohaine setion.



4 Chapitre 1. IntrodutionMalheureusement, un résultat de Bodlaender et Jansen [14℄ nous indique que même en serestreignant à es lasses de graphes, le problème d'ordonnanement ave exlusion mutuellereste un problème di�ile.Théorème 1.1 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème Ordo est NP-di�ile pourles graphes d'intervalles, les graphes d'ars irulaires et les graphes de toléranes, mêmelorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre.Malgré e résultat négatif, nous ne pouvons pas nous résoudre à abandonner le problème.Nous iterons à e propos Fred S. Roberts [132, p. 158℄ :� Let us remark that in a real-world situation, it is not su�ient to say a problem is unsolvableor hard. Imagine the $500,000 onsultant walking into the mayor's o�e and reporting that afterarefully study, he has onluded that the problem of routing garbage truks is hard ! Garbage truksmust be routed. So what an you do in suh a situation ? The answer is, you develop partial solutions,you develop solutions whih are appliable only to ertain speial situations, you modify the problem,or, in some ases, you even �lie�. You lie by using results whih are not neessarily true, but whihseem to work. � 1Cette thèse a don pour objet l'étude détaillée de la omplexité du problème d'ordonnan-ement ave exlusion mutuelle pour les graphes d'intervalles, de même que pour ertainesde leurs extensions omme les graphes d'ars irulaires et les graphes de toléranes. Nousexhibons notamment plusieurs as polynomiaux qui s'avèrent signi�atifs en pratique etpour lesquels nous nous sommes attahé à onevoir des algorithmes à la fois simples ete�aes, 'est-à-dire pouvant être implantés sans grande di�ulté par le pratiien et dont laomplexité en temps et espae est la plus faible possible. Une artographie de la omplexitédu problème pour l'ensemble des lasses de graphes étudiées sera présentée en onlusion.Mais avant d'entrer dans le détail du plan et des prinipaux résultats de la thèse, nousproposons au leteur de se familiariser ave es lasses de graphes ainsi que les di�érentsrésultats parus sur le sujet, a�n que elui-i situe mieux la problématique et ses enjeux.1.2 Dé�nitions et notations basiquesNous rappelons dans ette setion quelques notions et dé�nitions de base de la théoriedes graphes et de la théorie de la omplexité. La terminologie que nous employons estessentiellement empruntée à Berge [9℄ et Cormen et al. [28℄, et peut être retrouvée dans saversion anglaise hez Golumbi [75℄.1� Remarquons qu'en situation réelle, il ne su�t pas de dire que le problème est insoluble ou di�ile.Imaginez le onsultant à 500 000 $ entrant dans le bureau du maire et rapportant qu'après une étude mi-nutieuse, il a onlu que le problème de l'aheminement des bennes à ordures est di�ile ! Les bennes àordures doivent être aheminées. Alors que pouvez-vous faire dans une telle situation ? La réponse est, vousdéveloppez des solutions partielles, vous développez des solutions qui sont appliables seulement à ertainessituations partiulières, vous modi�ez le problème, ou même, dans ertains as, vous �mentez�. Vous mentezen utilisant des résultats qui ne sont pas néessairement vrais, mais qui semblent fontionner. �



1.2 Dé�nitions et notations basiques 5Sur les graphesNous ne onsidérons que des graphes simples et �nis. Soit G = (V,E) un graphe. Saufmention ontraire, G sera non orienté et n et m dénoteront respetivement son nombre desommets et son nombre d'arêtes. Une arête reliant le sommet x ∈ V au sommet y ∈ Y peutêtre indi�éremment notée xy ∈ E ou (x, y) ∈ E. Un graphe G = (V,E) est isomorphe à ungraphe G′ = (V ′, E′) s'il existe une bijetion f : V → V ′ tel que (x, y) ∈ E si et seulementsi (f(x), f(y)) ∈ E′. Le omplément de G est le graphe G = (V,E) où E = {(x, y) |x ∈
V, y ∈ V et xy /∈ E}. Le sous-graphe induit de G par V ′ ⊆ V est le graphe G′ = (V ′, E′)où E′ = {(x, y) |x ∈ V ′, y ∈ V ′ et xy ∈ E}. On dit qu'un sommet x ∈ V est voisin d'unsommet y ∈ V , ou enore adjaent à un sommet y ∈ Y , si x et y sont reliés par une arête. Levoisinage de x est l'ensemble de tous les voisins de x ; le degré d(x) du sommet x dénote leardinal du voisinage de x. Le degré maximum du graphe G, 'est-à-dire max{d(x) |x ∈ V },est noté ∆(G). Un sommet isolé est un sommet dont le voisinage est l'ensemble vide.Une haîne ou un hemin de longueur ℓ est une séquene de sommets v0, v1, . . . , vℓ où
vi−1vi ∈ E pour tout i = 1, . . . , ℓ. On appelle v0 et vℓ les extrémités de la haîne. Un grapheest onnexe s'il existe une haîne reliant tout ouple de sommets ; un sous-graphe onnexemaximal (par inlusion) est appelé omposante onnexe. Un yle de longueur ℓ est uneséquene de sommets v0, v1, . . . , vℓ−1, v0 où vi−1vi ∈ E pour tout i = 1, . . . , ℓ et vℓ−1v0 ∈ E.Une orde dans un yle (resp. une haîne) est une arête vivj ∈ E tel que j 6= i − 1 et
j 6= i + 1. Un yle (resp. une haîne) sans orde est appelé yle induit (resp. haîneinduite). Le yle (resp. la haîne) sans orde de longueur ℓ est noté Cℓ (resp. Pℓ). On ditqu'un yle est pair (resp. impair) lorsqu'il est de longueur paire (resp. impaire), idem pourune haîne. Un yle induit est aussi appelé trou.

Fig. 1.4 � Le yle sans orde C5, la haîne sans orde P5 et la lique K4.Un ensemble omplet ou lique est un sous-ensemble de sommets deux-à-deux adjaents.Une lique C est maximale (par inlusion) si auune autre lique du graphe ne ontient
C omme sous-ensemble. La lique C est maximum si auune autre lique du graphe n'estde taille stritement supérieure à elle de C ; ω(G) dénote la taille d'une lique maximumdu graphe G. Par opposition, un ensemble indépendant ou stable est un sous-ensemble desommets deux-à-deux non adjaents et la stabilité α(G) d'un graphe G dénote la tailled'un stable maximum dans G. Une q-oloration du graphe G orrespond à une partitionde G en q stables. χ(G) (resp. κ(G)) dénote le ardinal d'une oloration minimum (resp.d'une partition minimum en liques) de G. Il est faile de véri�er que ω(G) ≤ χ(G) et
α(G) ≤ κ(G), de même que ω(G) = α(G) et χ(G) = κ(G). Le nombre χ(G) est appelénombre hromatique de G. Par analogie, le ardinal d'une oloration minimum de G tel quehaque ouleur apparaisse au plus k fois sera noté χ(G, k) ; une borne inférieure du nombre
χ(G, k) est donnée par max{χ(G), ⌈n/k⌉}. Un ouplage dans un graphe est un sous-ensembled'arêtes tel que deux arêtes ne soient pas inidentes au même sommet. Un ouplage maximum



6 Chapitre 1. Introdution(resp. ouplage parfait) est un ouplage dont le ardinal est le plus grand possible (resp. estégal à n/2). Clairement, un ouplage maximum orrespond à une partition minimum enliques de taille au plus deux ou enore à une partition en stables de taille au plus deuxdans le omplément. En�n, une oloration des arêtes d'un graphe onsiste en le marquagede haune de ses arêtes par une ouleur tel que deux arêtes inidentes à un même sommetaient des ouleurs di�érentes.Le graphe omplet Kn est isomorphe à une lique sur n sommets ; le graphe K3, isomorpheà C3, est ommunément appelé triangle. On note tKn le graphe omposé de t opies disjointesde Kn. Un graphe r-parti est un graphe qui admet une partition en r stables ('est-à-dire une r-oloration). Un graphe biparti admet une partition en deux stables ; on le notegénéralement B = (X,Y,E) ave X et Y les deux ensembles indépendants de la partition. Ungraphe biparti omplet est un graphe biparti B = (X,Y,E) où E = {(x, y) |x ∈ X et y ∈ Y } ;lorsque X et Y ontiennent respetivement n et m sommets, elui-i est noté Kn,m. Le graphe
K1,t est appelé étoile, ou enore gri�e lorsque t = 3 (de l'anglais law). Un graphe sans
K1,3 est un graphe qui ne possède pas le graphe K1,3 omme sous-graphe induit.

Fig. 1.5 � Le biparti omplet K3,3, un arbre, la gri�e K1,3 et un graphe planaire.Un arbre est un graphe aylique (i.e. sans yle) et onnexe ; une forêt est une uniond'arbres deux-à-deux disjoints. Toute forêt à n sommets ontient au plus n − 1 arêtes etpeut être oloriée à l'aide de deux ouleurs seulement. Un graphe est planaire s'il peut êtredessiné dans le plan (ou sur la surfae d'une sphère) de façon à e que ses arêtes ne se roisentpas. Tout graphe planaire peut être olorié à l'aide de inq ouleurs (f. [46, p. 96�97℄) etmême de quatre seulement, d'après le élèbre Théorème des Quatre Couleurs (f. [46, p. 120�122℄ pour une note historique détaillée). Le dual d'un graphe G, noté L(G), est le graphed'inidene des arêtes de G : les arêtes de G sont les sommets de L(G) et deux sommetsde L(G) sont adjaents si leurs arêtes orrespondantes dans G sont inidentes à un mêmesommet. Les graphes duaux sont plus onnus sous leur appellation anglaise de line-graphs.Toute oloration des arêtes d'un graphe G orrespond à une oloration des sommets de sondual L(G). Alors que toute oloration des arêtes demande un minimum de ∆(G) ouleurs,un théorème de Vizing (f. [46, p. 103�105℄) établit que ∆(G) + 1 ouleurs su�sent. Paronséquent, nous avons ∆(G) ≤ χ(L(G)) ≤ ∆(G) + 1 quel que soit le graphe G.Sur les algorithmes et la omplexitéLe modèle de mahine que nous utilisons pour analyser la omplexité de nos algorithmesest le modèle RAM de Cook et Rekhow (f. [28, p. 6℄ et [75, p. 30℄). Sauf mention ontraire,un graphe G = (V,E) en entrée d'un algorithme est représenté à l'aide de listes d'adjaene,



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 7soit pour haque sommet v ∈ V la liste des voisins de v ; une telle représentation requiertun espae de stokage de taille O(n + m). Nous dirons qu'un problème de déision oud'optimisation prenant un graphe en entrée peut être résolu en temps et espae linéaire s'ilexiste un algorithme permettant de résoudre e problème en temps et espae O(n + m) surle modèle RAM ; un algorithme en temps et espae linéaire est généralement le mieux quel'on puisse espérer pour traiter un tel problème.Le problème de la détermination de la lique maximum dans un graphe est appelé pro-blème de la lique maximum ; de la même façon sont dé�nis les problèmes de la olorationminimum, du stable maximum, de la partition minimum en liques et du ouplage maxi-mum. Les quatre premiers problèmes sont onnus pour être NP-di�iles dans le as général[104℄, tandis que le problème du ouplage maximum peut être, lui, résolu en temps et espaepolynomial [48℄. Pour plus de détails sur la omplexité de es problèmes, onsulter respe-tivement [28, p. 901�947℄ et [149, p. 113�123℄. Le leteur intéressé trouvera dans le livre deGarey et Johnson [60℄ une longue liste de problèmes NP-omplets et NP-di�iles.En�n, une solution optimale Sopt d'un problème de minimisation (resp. de maximisation)peut être β-approhée en temps et espae polynomial s'il existe un algorithme polynomialen temps et espae retournant une solution Salg à e même problème tel que Salg ≤ βSopt(resp. Salg ≥ Sopt/β) ; l'algorithme en question est dit d'approximation et β est son ratio.De la même manière, une solution optimale Sopt d'un problème de minimisation peut êtreapprohée à β près s'il existe un algorithme retournant une solution Salg tel que Salg ≤
Sopt + β. Pour plus de détails sur la notion d'approximation en optimisation ombinatoire,le leteur pourra onsulter l'introdution de Cormen et al. [28, p. 948�968℄ sur le sujet ainsique la revue de résultats proposée par Hohbaum [88℄.1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentéesDans ette setion, nous dé�nissons préisément les lasses de graphes qui interviennentdans e mémoire. Certaines d'entre elles n'apparaîtront que brièvement, d'autres serontomniprésentes omme par exemple les graphes d'intervalles, les graphes d'ars ou enore lesgraphes de toléranes. Nous donnerons en �n de setion une hiérarhie de l'ensemble de eslasses (voir la �gure 1.17).Les graphes parfaitsUn graphe G est parfait si et seulement si pour tout sous-graphe induit G′ ⊆ G, leségalités ω(G′) = χ(G′) et α(G′) = κ(G′) sont satisfaites. Lovász (f. [75, p. 53�58℄) amontré qu'en fait, une des deux égalités su�sait, 'est-à-dire qu'un graphe est parfait si etseulement si son omplément l'est aussi. Cette propriété est onnue sous le nom de Théorèmedes Graphes Parfaits.Pendant plus de quarante ans, la Conjeture Forte des Graphes Parfaits lanée parClaude Berge � un graphe est parfait si et seulement si lui-même et son omplément neontiennent auun trou impair de longueur supérieure ou égale à inq � aura passionnénombre de mathématiiens (pour de plus amples détails sur la onjeture, onsulter [75,



8 Chapitre 1. Introdutionp. 71�75℄). Cette onjeture a �nalement été prouvée en 2002 par Chudnovsky et al. [24, 25℄(voir aussi [34℄). Dans la foulée, Cornuéjols et al. [35℄ présentaient un algorithme polynomialpour reonnaître les graphes parfaits.Du point de vue de la omplexité, un premier résultat fondamental de Grötshel et al.[79℄ établissait déjà que les problèmes de la lique maximum, de la oloration minimum, dustable maximum et de la partition minimum en liques peuvent être résolus en temps etespae polynomial pour les graphes parfaits. Malheureusement, la méthode de l'ellipsoïde(f. [119, p. 131�148℄ ou [136, p. 163�189℄) utilisée par les trois auteurs s'avère ine�ae enpratique ; la reherhe d'algorithmes ombinatoires simples et réellement e�aes pour esproblèmes restent don d'atualité.Le livre de Golumbi [75℄ onstitue une exellente introdution au �petit monde desgraphes parfaits� et ontient de nombreuses référenes sur le sujet (voir aussi [22, 128℄.La plupart des graphes que nous allons maintenant présenter sont parfaits. Nous allonsd'ailleurs ommener par les deux premières lasses de graphes à avoir été reonnus ommeparfaits : les graphes triangulés (f. [75, p. 94�95℄) et les graphes de omparabilité (f. [75,p. 132�133℄).Les graphes triangulésUn graphe est un graphe triangulé s'il ne ontient auun yle induit de longueur su-périeure ou égale à quatre (les graphes triangulés apparaissent sous le nom de hordalgraphs dans la littérature anglophone). Les graphes triangulés orrespondent exatementaux graphes d'intersetion des sous-arbres dans un arbre, e qui leur onfère ertaines ap-pliations dans le domaine de la lassi�ation. Ils sont reonnaissables en temps et espaelinéaire (f. [75, p. 84�91℄) et les problèmes de la lique maximum, de la oloration minimum,du stable maximum et de la partition minimum en liques peuvent être résolus en temps etespae linéaire lorsque l'on se restreint à eux-i [70℄ (voir aussi [75, p. 98�100℄). Pour plusde détails sur es graphes, leurs propriétés et leurs appliations, nous renvoyons le leteur à[75, p. 81�104℄.
C

SFig. 1.6 � Un graphe sindé.Une sous-lasse intéressante des graphes triangulés est la lasse des graphes sindés.Un graphe sindé est un graphe dont les sommets admettent une partition en deux sous-ensembles S et C où S un est stable et C une lique ; par analogie aux graphes bipartis, nousnoterons G = (S,C,E) le graphe en question (voir la �gure 1.6). Clairement, le omplémentd'un graphe sindé est aussi un graphe sindé ; en fait, il s'avère qu'un graphe G est sindé si



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 9et seulement si G et G sont triangulés (f. [75, p. 151�152℄). Les graphes sindés peuvent êtrereonnus en temps et espae linéaire (f. [75, p. 154℄). Pour plus de détails sur es grapheset leurs propriétés, le leteur est invité à onsulter [75, p. 149�156℄.Voii deux extensions des graphes triangulés dont nous disuterons brièvement dans lemémoire : les graphes de Meyniel et les graphes faiblement triangulés. Un graphe est dit deMeyniel s'il possède la propriété suivante : tout yle impair de longueur supérieure ou égaleà inq possède au moins deux ordes. Ces graphes sont parfaits (f. [75, p. 95�98℄) et peuventêtre reonnus en temps O(n4) [134℄. Lévêque et Ma�ray [109℄ ont réemment présenté unalgorithme en temps et espae linéaire pour résoudre les problèmes de la lique maximumet de la oloration minimum sur les graphes de Meyniel. Un graphe est faiblement triangulési lui-même ou son omplément ne possèdent pas de yle induit de longueur supérieure ouégale à inq (le omplément d'un graphe faiblement triangulé est don faiblement triangulé).Ces graphes sont parfaits [84℄ et peuvent être reonnus en temps O(n4) [144℄. Hayward etal. [85℄ ont donné des algorithmes en temps O(n4) pour résoudre les problèmes de la liquemaximum et de la oloration minimum.Les graphes de omparabilitéUn graphe est dit de omparabilité si ses arêtes peuvent être transitivement orientées.Une orientation transitive des arêtes satisfait la ondition suivante : s'il existe un ar allantdu sommet x vers le sommet y et un ar allant du sommet y vers le sommet z, alors il existeaussi un ar allant de x vers z. Autrement dit, un graphe de omparabilité est le graphed'un ordre partiel.Déterminer une orientation des arêtes de façon à e que elle-i soit transitive si etseulement si le graphe est de omparabilité peut être fait en temps et espae linéaire [121℄.D'un autre �té, tester si une orientation est transitive ou non se réduit au problème de lamultipliation de matries, pour lequel le meilleur algorithme onnu à e jour prend un temps
O(n2.376) (f. [28, p. 763℄). Les problèmes de la lique maximum et de la oloration minimumpeuvent être résolus en temps et espae linéaire, étant donnée en entrée une orientationtransitive du graphe de omparabilité (f. [75, p. 132�133℄ et [121℄). Les problèmes du stablemaximum et de la partition minimum en liques se réduisent au ouplage maximum dansun graphe biparti [89, 2, 51℄. Pour plus de détails sur es graphes et leurs propriétés, nousrenvoyons le leteur à [75, p. 105�148℄.
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2 4 53

Fig. 1.7 � Un graphe de permutation et son diagramme.Une sous-lasse des graphes de omparabilité onnue pour ses nombreuses appliationsest la lasse des graphes de permutation. Soit V = {1, 2, . . . , n} et π = [π[1], π[2], . . . , π[n]]



10 Chapitre 1. Introdutionune permutation de V . Le graphe G(π) = (V,E) est dé�ni tel que ij ∈ E si et seulementsi (i− j)(π−1[i] − π−1[j]) < 0 où π−1[i] dénote la position du nombre i dans π. Un graphe
G est dit de permutation s'il existe une permutation π tel que G soit isomorphe à G(π). La�gure 1.7 représente le diagramme de permutation orrespondant à un ertain graphe depermutation : les sommets i et j sont reliés par une arête dans le graphe si la ligne qui relie
i à π[i] dans le diagramme oupe la ligne qui relie j à π[j] (f. [75, p. 164�168℄).Pour obtenir le omplément G(π) d'un graphe de permutation, il su�t de renverser laséquene π. Ainsi, le omplément G(π) est aussi un graphe de permutation. En fait, ungraphe est de permutation si et seulement si lui-même et son omplément sont de ompa-rabilité (f. [75, p. 158�159℄). Les graphes de permutation sont reonnaissables en temps
O(n2) [142℄ ; lorsque le test s'avère positif, l'algorithme de reonnaissane fournit en plusla permutation π en sortie. Les problèmes de la lique maximum et de la oloration mini-mum (dont une appliation est le tri de permutations à l'aide du minimum de �les) sontsolubles en temps O(n log n), étant donnée en entrée une permutation π représentant legraphe (f. [75, p. 164�168℄). Pour plus de détails sur es graphes et leurs appliations, nousinvitons le leteur à onsulter [75, p. 157�170℄.Mentionnons en�n la lasse des graphes des ordres partiels séries-parallèles. Communé-ment appelés ographes, eux-i orrespondent exatement aux graphes sans P4 [140℄. Leomplément d'un ographe étant aussi un ographe, eux-i forment une sous-lasse desgraphes de permutation. Ils peuvent être reonnus et oloriés en temps et espae linéaire[33, 140℄.Les graphes d'intervallesUn graphe G = (V,E) est un graphe d'intervalles si à haque sommet v ∈ V peutêtre assoié un intervalle ouvert Iv de l'axe des réels tel que pour toute paire u, v ∈ V desommets, uv ∈ E si et seulement si Iu ∩ Iv 6= ∅ (voir la �gure 1.2). La famille I = {Iv}v∈Vinduit une représentation par intervalles du graphe G. Les extrémités gauhes et droitesd'un intervalle Iv sont respetivement notées g(Iv) et d(Iv), et l'ordre linéaire induit parles extrémités gauhes (resp. droites) roissantes sur l'ensemble I est noté <g (resp. <d).Voii une aratérisation de la lasse des graphes d'intervalles, due à Gilmore et Ho�man[72℄ (voir aussi [75, p. 172�173℄).Théorème 1.2 (Gilmore et Ho�man, 1964) Pour tout graphe G = (V,E), les asser-tions suivantes sont équivalentes :(1) G est un graphe d'intervalles ;(2) G est un graphe triangulé et G un graphe de omparabilité ;(3) les liques maximales de G peuvent être ordonnées linéairement tel que pour tout som-met v ∈ V , les liques maximales ontenant v apparaissent onséutivement dans etteordre.Le omplément d'un graphe d'intervalles est don transitivement orientable. En fait,une orientation du omplément s'obtient simplement en traçant un ar allant de u ∈ V



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 11vers v ∈ V si d(Iu) ≤ g(Iv). L'ordre partiel ainsi dé�ni est appelé ordre d'intervalles (nousérirons Iu ≺ Iv lorsque d(Iu) ≤ g(Iv)).Une matrie dont les oe�ients sont dans {0, 1} a la propriété des 1s onséutifs pourles olonnes (resp. lignes) si ses lignes (resp. olonnes) peuvent être permutées de façon àe que les 1s de haque olonne (resp. ligne) apparaissent onséutivement. L'assertion (3)du théorème peut alors être réérite en les termes suivants : la matrie d'inidene liquesmaximales-vs-sommets de G a la propriété des 1s onséutifs pour les olonnes [56℄ (voiraussi [75, p. 174℄). De plus, le nombre de lignes de ette matrie ('est-à-dire le nombre deliques maximales) est inférieur à n, ave égalité si et seulement si le graphe ne omporteauune arête.Booth et Lueker [18℄ (voir aussi [75, p. 175�181℄) ont été les premiers à donner un algo-rithme en temps et espae linéaire pour reonnaître les graphes d'intervalles ; leur algorithme,basé sur une struture de données omplexe appelée PQ-arbre, permet en fait d'identi�erla propriété des 1s onséutifs. Depuis, d'autres algorithmes plus simples, fondés sur desapprohes du type reherhe en largeur omme Lex-BFS (f. [75, p. 84�87℄), ont vu le jour[32, 82℄.
R
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5Fig. 1.8 � Un graphe d'intervalles et sa matrie liques maximales-vs-sommets.La proposition suivante établit d'une part l'équivalene entre représentation par inter-valles ouverts et représentation par intervalles fermés, et d'autre part, nous indique ommentonstruire e�aement elles-i.Proposition 1.1 (Représentation) Tout graphe d'intervalles G = (V,E) admet une re-présentation par intervalles ouverts (resp. fermés) dont les extrémités sont des entiers om-pris entre 1 et n (resp. 2n). De plus, une telle représentation s'obtient en temps et espaelinéaire à partir du graphe.Preuve. Notons A = (aij) la matrie d'inidene liques maximales-vs-sommets de G.En aord ave la disussion préédente, nous pouvons onsidérer que les 1s de haqueolonne de A apparaissent onséutivement. Cette matrie peut être onstruite en temps etespae linéaire à partir du graphe d'intervalles [82℄. Pour haque sommet v ∈ V , dé�nissonsl'intervalle ouvert Iv tel que g(Iv) = min{i | aiv = 1} et d(Iv) = max{i | aiv = 1}. Cettereprésentation du graphe G est orrete ar deux intervalles se hevauhent si et seulementsi les sommets qui leur orrespondent sont adjaents. De plus, la matrie A ayant au plus nlignes, les extrémités de Iv sont néessairement dans {1, . . . , n}.Voyons maintenant omment obtenir à partir de ette représentation, une représentationdu graphe G par intervalles fermés. Tout d'abord, trions dans l'ordre roissant l'ensemble



12 Chapitre 1. Introdutiondes extrémités des intervalles, gauhes et droites mélangées (en as d'égalité, les extrémitésdroites sont plaées avant les extrémités gauhes). Ensuite, pour i = 1, . . . , 2n, assignonsà la ième extrémité la valeur i. Les n intervalles sont alors redé�nis omme fermés et leursnouvelles extrémités sont dans {1, . . . , 2n}. Les ordres <g et <d n'ayant pas hangé, le graphed'intervalles sous-jaent reste le même. Les 2n entiers étant tous entre 1 et n, le tri peut sefaire par paquets en temps et espae O(n), e qui omplète la preuve. ⊓⊔Remarque. Étant donné un graphe d'intervalles, une représentation par intervalles ouverts(ou par intervalles fermés) ordonnée selon <g ou <d peut don être alulée en temps etespae linéaire.Les graphes d'intervalles étant triangulés, les problèmes de la lique maximum, de laoloration minimum, du stable maximum et de la partition minimum en liques peuventêtre résolus en temps et espae linéaire. Toutefois, Gupta et al. [80, 81℄ proposent desalgorithmes en temps O(n log n) pour résoudre es problèmes, étant donnée en entrée unereprésentation par intervalles.Pour plus de détails sur les graphes d'intervalles et leurs appliations, nous renvoyons leleteur à [132, p. 113�140℄, [133℄, [75, p. 171�202℄ et [54℄. Nous allons maintenant présenterdeux sous-lasses des graphes d'intervalles qui illustrent parfaitement la variété de leurhamp d'appliation : les graphes d'intervalles propres et les graphes à seuil.Les graphes d'intervalles propresLes graphes d'intervalles propres (et les graphes d'intervalles unitaires) ont été intro-duits par Roberts [130, 131℄ pour modéliser l'indi�érene en théorie du hoix soial et enpsyhologie.Un graphe est un graphe d'intervalles propres s'il admet une représentation par inter-valles dans laquelle auun intervalle n'en ontient proprement un autre (voir la �gure 1.9) ;une telle représentation est appelée représentation par intervalles propres. De la même ma-nière, un graphe est un graphe d'intervalles unitaires s'il admet une représentation danslaquelle tous les intervalles sont de même taille ; une telle représentation est appelée repré-sentation par intervalles unitaires.
RFig. 1.9 � Un graphe d'intervalles propres et sa représentation.En 1969, Roberts [131℄ (voir aussi [75, p. 187�188℄) démontrait que la lasse des graphesd'intervalles propres et la lasse des graphes d'intervalles unitaires oïnident. Il établissaitnotamment que les graphes d'intervalles sans K1,3 sont des graphes d'intervalles unitairesen utilisant la aratérisation de Sott et Suppes des semi-ordres [138℄ ; les semi-ordres (del'anglais semiorders) sont des ordres partiels utilisés en théorie du hoix soial pour modéliser



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 13la préférene [115℄ (voir aussi [132, p. 534�540℄ et [75, p. 185�186℄). Les impliations triviales�unitaires ⇒ propres ⇒ sans K1,3� pour les graphes d'intervalles lui permettaient alorsd'obtenir le résultat. Réemment, Bogart et West [17℄ ont proposé une preuve onstrutivedu résultat, dans laquelle les intervalles propres sont graduellement onvertis en intervallesunitaires par des séquenes de dilatations, ontrations et translations.Nous présentons ii une nouvelle preuve de e résultat 2, omplètement ombinatoire etsans manipulation de oordonnées. La représentation par intervalles unitaires est onstruitediretement à partir de la matrie d'inidene liques maximales-vs-sommets, qui elle-mêmes'obtient sans di�ulté à partir d'une représentation par intervalles propres. La validité dela onstrution repose sur le fait que ette matrie a la propriété des 1s onséutifs à lafois pour les lignes et pour les olonnes. La preuve fournit en sus un algorithme en tempset espae linéaire pour aluler une représentation par intervalles unitaires, étant donné enentrée un graphe d'intervalles propres.Pour d'autres aratérisations onernant les graphes d'intervalles propres ou unitaires,le leteur est renvoyé aux travaux de Wegner [157℄ et Roberts [130℄ sur le sujet (voir aussi[75, p. 195℄).Théorème 1.3 (Roberts, 1969) Pour un graphe G = (V,E), les assertions suivantessont équivalentes :(1) G est un graphe d'intervalles propres ;(2) la matrie d'inidene liques maximales-vs-sommets de G a la propriété des uns onsé-utifs à la fois pour les lignes et pour les olonnes ;(3) G est un graphe d'intervalles unitaires ;(4) G est un graphe d'intervalles sans K1,3.Preuve. (1) ⇒ (2). Lorsqu'auun intervalle n'en ontient un autre, l'ordre induit par lesextrémités gauhes des intervalles est le même que l'ordre induit par les extrémités droites.Soit u et v les premier et dernier sommets d'une lique maximale sous et ordre. L'intervalle
Iu s'étend su�samment vers la droite pour ontenir l'extrémité gauhe de Iv, e qui estaussi vrai pour tout intervalle qui débute entre les extrémités droites de Iu et Iv. Ainsi,la lique onsiste préisément en es sommets, onséutifs dans l'ordre en question (voir la�gure 1.10). Puisque les liques oupent des intervalles de sommets onséutifs dans etordre, et que le aratère maximal des liques implique qu'auun de es intervalles n'enontient un autre, il su�t de plaer elles-i par ordre roissant de leurs premiers sommetspour voir que les liques ontenant un sommet donné apparaissent onséutivement.(2) ⇒ (3). Considérons une matrie d'inidene liques maximales-vs-sommets satisfai-sant la propriété des uns onséutifs pour les lignes et les olonnes, de façon à e que la
ième lique Ci soit omposée des sommets onséutifs vai

, . . . , vbi
dans l'ordre des sommets,ave 〈ai〉 et 〈bi〉 deux séquenes stritement roissantes (voir la �gure 1.10). Tout d'abord,représentons les sommets de C1 par b1 intervalles unitaires distints s'intersetant deux-à-deux. Pour i > 1, ayant assigné des intervalles unitaires aux sommets de ⋃i<j Ci pourreprésenter le sous-graphe qu'ils induisent, nous allons ajouter à ette représentation des2Celle-i peut être retrouvée dans [63℄ (en anglais).
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Fig. 1.10 � Un graphe d'intervalles propres et sa matrie liques-vs-sommets.intervalles unitaires distints orrespondant aux sommets de Cj − Cj−1, de façon à obtenirune représentation par intervalles unitaires du sous-graphe induit par ⋃i≤j Ci. Pour ela,plaçons g(vbj−1+1), . . . , g(vbj
), dans l'ordre, entre d(vaj−1) et d(vaj

). Comme vaj−1 ∈ Cj−1,nous avons g(vbj−1
) < d(vaj−1), et par onséquent, les extrémités des intervalles appa-raissent dans l'ordre désiré. Ensuite, étendons les intervalles jusqu'à la longueur unité enposant d(vk) = g(vk) + 1 pour bj−1 + 1 ≤ k ≤ bj. Tous es intervalles se terminent après

d(vbj−1
). Chaque membre de Cj−Cj−1 étant adjaent à tous les sommets vaj

, . . . , vbj−1
maisà auun des sommets préédents, nous avons une représentation par intervalles unitaires dusous-graphe induit par ⋃i≤j Ci.(3) ⇒ (4). Considérons une représentation de G par intervalles unitaires et supposonsque e même graphe G ontienne une opie de K1,3, induite par un intervalle Id reouvranttrois intervalles Ia ≺ Ib ≺ Ic. L'intervalle Ib étant entièrement reouvert par l'intervalle Id,e dernier est néessairement d'une longueur stritement supérieure à elle de Ib, e qui estune ontradition.(4) ⇒ (1). Considérons une représentation de G par intervalles et supposons qu'unintervalle Ib soit inlus dans un intervalle Id. Puisque G est sans K1,3, il ne peut existerdeux intervalles Ia et Ic intersetant haun Id tel que Ia ≺ Ib ≺ Ic. Si l'intervalle Ia (resp.

Ic) hevauhe Id tel que Ia ≺ Ib (resp. Ib ≺ Ic), alors nous pouvons étendre l'extrémitédroite (resp. gauhe) de Ib jusqu'à d(Id) + ǫ (resp. g(Id) − ǫ), ave ǫ > 0, sans modi�er legraphe G. Après avoir répété ette opération tant qu'il existe un intervalle en ontenant unautre, nous obtenons une représentation par intervalles propres du graphe G. ⊓⊔Note. L'assertion (2) du théorème apparaît en d'autres termes dans [54, p. 85℄ et peut êtreenore formulée omme suit : il existe un ordre linéaire v1, . . . , vn sur V tel que pour tout
i < j, vivj ∈ E implique que tous les sommets entre vi et vj dans et ordre induisent unelique. Notons que ette dernière assertion est la transposition naturelle pour les graphesd'intervalles propres d'une aratérisation des graphes d'intervalles qui apparaît dans [127,97, 124℄ : l'existene d'un ordre linéaire v1, . . . , vn tel que pour tout i < j, vivj ∈ E impliqueque vkvj ∈ E si i < k < j.Généralement, les algorithmes de reonnaissane pour graphes d'intervalles propres pro-duisent en temps et espae linéaire un ordre linéaire sur V omme dérit dans la notei-dessus (voir par exemple [114, 31, 38, 39, 125, 30℄). Or, ertaines appliations requièrentla onnaissane d'une représentation par intervalles unitaires du graphe.Connaissant l'ordre linéaire sur les sommets, l'ensemble ordonné des liques maximales



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 15peut être simplement alulé en temps et espae linéaire. De là, la onstrution donnée dansla preuve de l'impliation (2) ⇒ (3) du théorème 1.3 fournit un algorithme en temps etespae linéaire pour aluler une représentation par intervalles unitaires. Celle-i est pluse�ae que la onstrution proposée par Bogart et West [17℄, qui alule un modèle parintervalles unitaires en temps quadratique (i.e. en temps O(n2)) à partir d'une représenta-tion par intervalles propres. Toutefois, les représentations produites par notre algorithme,omme elui de Bogart et West [17℄, ne sont pas e�aes dans le sens où les extrémités desintervalles unitaires sont des nombres rationnels dont le dénominateur peut être exponentielen n. Corneil et al. [31℄ ont, en revanhe, montré que leur algorithme de reonnaissane basésur la reherhe en largeur peut être utilisé pour onstruire une représentation par inter-valles unitaires dont les extrémités sont des rationnels de dénominateur n et de numérateurinférieur à n2.Proposition 1.2 (Représentation) Tout graphe d'intervalles propres G = (V,E) admetune représentation par intervalles unitaires dont les extrémités sont des rationnels de déno-minateur n et de numérateur inférieur à n2. De plus, une telle représentation s'obtient entemps et espae linéaire à partir du graphe.Note. Une question reste posée : existe-t-il un algorithme diret (sans l'utilisation de lareherhe en largeur) en temps et espae linéaire permettant de aluler un modèle e�aepar intervalles unitaires à partir d'un graphe d'intervalles propres ?Les graphes à seuilLes graphes à seuil ont été introduits par Chvátal et Hammer (f. [75, p. 219�223℄) dansun ontexte lié à la programmation linéaire en nombres entiers et ont été redéouverts parHenderson et Zalstein (f. [75, p. 229�231℄) dans le adre de la synhronisation de proessusparallèles.Soit V = {v1, v2, . . . , vn} l'ensemble des sommets d'un graphe G. Tout sous-ensemble
X ⊆ V de sommets peut être représenté par son veteur aratéristique x = (x1, x2, . . . , xn),où pour tout i, xi = 1 si vi ∈ X et xi = 0 sinon. De ette façon, à haque sous-ensemble desommets orrespond un et un seul sommet de hyperube unité dans R

n. Considérons main-tenant l'ensemble de tous les stables de G. Nous posons alors la question suivante : existe-t-ilun hyperplan qui oupe l'hyperube unité en deux tel que d'un �té, nous ayons tous lessommets orrespondant aux stables de G et de l'autre tous les sommets orrespondant auxsous-ensembles non stables de G ? Autrement dit, peut-on séparer les sous-ensembles stablesde G à l'aide d'une seule inégalité linéaire a1x1 + a2x2 + · · · + anxn ≤ t ? Si la réponse estoui, alors le graphe en question est appelé graphe à seuil.Ainsi, un graphe G = (V,E) est un graphe à seuil si à haque sommet v ∈ V peut êtreassoié un entier positif av de manière à e que X ⊆ V soit un stable si et seulement si
∑

x∈X ax ≤ t ave t une onstante entière (appelé seuil). Les graphes à seuil peuvent êtrereonnus en temps et espae linéaire du fait de leur struture très partiulière : tout grapheà seuil est représentable par une lique C = C1 ∪ · · · ∪ Cr et un stable S = S1 ∪ · · · ∪ Sr(r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommet de Si est adjaent à unsommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r} (f. [75, p. 223�227℄).
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C3

S

R

C

S1

S2

S3

C1

C2

Fig. 1.11 � Une représentation d'un graphe à seuil par intervalles.Les graphes à seuil forment une sous-lasse des graphes sindés et des graphes de per-mutation ; par onséquent, tout graphe à seuil est aussi un graphe d'intervalles (voir la�gure 1.11). Notons enore que tout sous-graphe induit d'un graphe à seuil ou de son om-plément est un graphe à seuil. Pour plus de détails sur es graphes, leurs propriétés et leursappliations, nous renvoyons le leteur à [75, p. 219�234℄.Les graphes de toléranesUn graphe G = (V,E) est un graphe de toléranes si à haque sommet v ∈ V peut êtreassoié un intervalle ouvert Iv de l'axe des réels et un réel t(v) orrespondant à sa tolérane,tel que pour toute paire u, v ∈ V de sommets, uv ∈ E si et seulement si |Iu ∩ Iv| ≥
min{tu, tv}. L'ensemble des intervalles munis de leur tolérane forme une représentation partoléranes du graphe G (selon le ontexte, le mot tolérane sera employé pour désigner latolérane à proprement parler ou bien le ouple omposé de l'intervalle et de sa tolérane).Lorsqu'un graphe possède une représentation par toléranes où pour haque sommet v ∈ Vla valeur de t(v) est inférieure ou égale à la longueur de l'intervalle Iv, le graphe en questionest appelé graphe de toléranes bornées. Les graphes de toléranes forment une sous-lassedes graphes faiblement triangulés et de fait sont parfaits [76℄.
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Fig. 1.12 � Une représentation du graphe P3 par parallélogrammes, et par trapèzes.Un graphe G = (V,E) est un graphe de parallélogrammes s'il existe deux droites pa-rallèles Dh et Db tel qu'à haque sommet v ∈ V on peut faire un orrespondre un paral-lélogramme Pv dont les �tés opposés se onfondent ave Dh et Db et pour toute paire desommets u, v ∈ V , uv ∈ V si et seulement si Pu et Pv s'intersetent (voir la �gure 1.12). Lesgraphes de toléranes bornées orrespondent exatement aux graphes de parallélogrammes,formant ainsi une sous-lasse des ompléments de graphes de omparabilité et des graphes



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 17de trapèzes [52℄. Notons enore que les graphes de permutation sont des graphes de parallé-logrammes (et don des graphes de toléranes bornées).De la même façon que pour les graphes d'intervalles, nous pouvons dé�nir les graphesde toléranes propres et les graphes de toléranes unitaires [16℄ (attention, le mot unitairesigni�e ii que l'intervalle est de longueur unitaire). Néanmoins, les graphes de toléranesunitaires (et don les graphes de toléranes propres) ne sont pas néessairement sans K1,3(voir la �gure 1.13).
R

Ic

Id

ℓ

t(a) = 0

t(b) = ℓ

t(c) = ℓ

t(d) = ℓ

Ia

Ib

Fig. 1.13 � Une représentation du graphe K1,3 par toléranes unitaires et bornées.Le omplexité du problème de la reonnaissane des graphes de toléranes reste à e jourune question ouverte. Golumbi et Siani [77℄ ont donné un algorithme en temps O(n2) pourrésoudre les problèmes de la lique maximum et de la oloration minimum, étant donnée enentrée une représentation du graphe par toléranes ; la méthode qu'ils proposent est baséesur l'algorithme en temps O(n log n) de Felsner et al. [52℄ pour résoudre les mêmes problèmessur les graphes de trapèzes (ou de parallélogrammes).Les graphes d'ars irulairesLe graphe des intersetions d'une olletion d'ars sur un erle est appelé graphe d'arsirulaires (ou simplement graphe d'ars). Tout graphe d'ars G = (V,E) possède unereprésentation par ars A = {Av}v∈V (tous ouverts ou tous fermés) dans laquelle haquear Av est dé�ni par son extrémité �dans le sens ontraire des aiguilles d'une montre�, noté
scm(Av), et son extrémité �dans le sens des aiguilles d'une montre�, noté sm(Av) (voir la�gure 1.14). Nous dirons qu'une représentation par ars est ordonnée lorsque les extrémités
scm (ou sm) des ars apparaissent dans l'ordre irulaire. Lorsque un point p du erle n'estpas ouvert par au moins un ar de la représentation, le erle peut être oupé au point pet redressé de façon à obtenir une droite, les ars devenant des intervalles. Ainsi, il est aiséde onstater que tout graphe d'intervalles est un graphe d'ars.Comme pour les graphes d'intervalles et les graphes de toléranes, nous pouvons distin-guer les graphes d'ars propres et les graphes d'ars unitaires. En revanhe, l'égalité �propre= unitaire� n'est plus valide dans le adre des graphes d'ars. La �gure 1.15 montre deuxgraphes qui admettent une représentation par ars propres, mais auune représentationpar ars unitaires. Considérons par exemple le graphe de gauhe sur ette �gure, dont lessommets sont numérotés, et admettons que elui-i puisse être représenté à l'aide d'arsunitaires. L'ensemble de sommets {2, 4, 6} induit un yle de longueur trois ; la longueur udes ars unitaires ouverts (resp. fermés) représentant les sommets de et ensemble doit donsatisfaire l'inégalité u > 2π/3 (resp. u ≥ 2π/3). D'un autre �té, l'ensemble de sommets
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scm(Av)v Av

sm(Av)

Fig. 1.14 � Un graphe d'ars et sa représentation.
{1, 3, 5} induit lui un stable de taille trois ; la longueur u des ars unitaires ouverts (resp.fermés) représentant les sommets de et ensemble doit don satisfaire l'inégalité u ≤ 2π/3(resp. u < 2π/3), e qui ontredit l'a�rmation préédente. Notons que les graphes d'arspropres sont, omme les graphes d'intervalles propres, des graphes sans K1,3 (se reporter à[151℄ pour une aratérisation des graphes d'ars propres et des graphes d'ars unitaires parsous-graphes induits interdits). Le yle induit C5 possédant une représentation par arsunitaires, les graphes d'ars unitaires ne sont en général pas des graphes parfaits (voir parexemple la �gure 1.14).

3

1

4

6 2

5Fig. 1.15 � �propre 6= unitaire� pour les graphes d'ars.Les graphes d'ars et les graphes d'ars propres peuvent être reonnus en temps et espaelinéaire [120, 39℄ ; lorsque le test est positif, une représentation par ars (ou par ars propres)ordonnée du graphe est alors fournie en sortie. Réemment, Durán et al. [47℄ ont proposé unalgorithme en temps O(n2) pour reonnaître les graphes d'ars unitaires ; la représentationpar ars unitaires que retourne leur algorithme n'est toutefois pas e�ae (les extrémitésdes ars sont des entiers de taille exponentielle en n).Le problème de la lique maximum peut être résolu en temps O(n log n + m) pour lesgraphes d'ars [11℄. D'un autre �té, le problème de la oloration minimum est NP-di�ile[61, 118℄, même pour les graphes d'ars qui satisfont la propriété de Helly [71℄ (en revanhe,le problème de la q-oloration devient polynomial lorsque q est un paramètre �xé [61℄). Lesproblèmes du stable maximum et de la partition minimum en liques sont solubles en tempset espae linéaire [93℄. Pour les graphes d'ars propres, le problème de la lique maximumpeut être résolu en temps et espae linéaire [10, 117℄ et le problème de la oloration minimumen temps O(n1.5) [141℄ (lorsque q est �xé, le problème de la q-oloration est même solubleen temps et espae linéaire [10℄).Considérons à présent le graphe des intersetions d'un ensemble de ordes du erle (et



1.3 Graphes d'intervalles et lasses apparentées 19non plus d'ars) : nous obtenons e que l'on appelle un graphe de ordes (voir la �gure 1.16).En général, les graphes de ordes ne sont pas parfaits ; on peut voir par exemple sur la�gure 1.16 que l'ensemble de sommets {2, 4, 6, 7, 3} induit un yle sans orde C5. Il est ànoter que la lasse des graphes de ordes ontient les graphes de permutation ainsi que lesgraphes d'ars propres.
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3

4

1

4
7

6 2

5
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41
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5

3

7 6

7

5

1

Fig. 1.16 � Un graphe de ordes et sa représentation.Les graphes de ordes peuvent être reonnus en temps O(n2) [143℄ ; toutefois, on ne saitpas onstruire en temps et espae polynomial une représentation d'un graphe de ordes àl'aide de ordes sur un erle. Les problèmes de la lique maximum et du stable maximumpeuvent être résolus en temps O(n2), étant donnée en entrée une représentation du graphede ordes [4℄. D'un autre �té, le problème de la q-oloration d'un graphe de ordes est NP-omplet [61℄, même lorsque q est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre [153, 154℄(pour q = 3, le problème peut être résolu en O(n log n) [154℄). La omplexité du problèmede la partition minimum en liques reste à e jour inonnue.Notons que le problème de la oloration des graphes d'ars trouvent des appliationsdans le routage à travers les réseaux optiques [69, 8℄ et dans l'alloation des registres enompilation [152, 155℄. Une appliation du problème de la oloration des graphes de ordesonerne le tri de permutations à l'aide du minimum de piles (f. [75, p. 235�236℄, voir aussi[105, p. 168℄). Pour plus de détails sur es deux lasses de graphes et leurs appliations, nousinvitons le leteur à onsulter respetivement [75, p. 188�202℄ et [75, p. 235�253℄.Les graphes sans K1,3Les graphes sans K1,3 (i.e. qui ne possèdent pas de opie induite du graphe K1,3) peuventêtre reonnus en temps O(n3.5) (f. [49℄) ; notons que la reonnaissane par fore bruterequiert un temps O(n4). Tout omme les graphes d'ars et les graphes de ordes, les graphessans K1,3 ne sont en général pas parfaits : le yle induit C5 est sans K1,3.Le problème du stable maximum peut être résolu en temps O(n4) pour les graphes sans
K1,3 [123, 135℄ (voir aussi [49℄). Néanmoins, les problèmes de la lique maximum, de la olo-ration minimum et de la partition minimum en liques restent NP-di�iles (f. [92℄ et [49℄).Pour les graphes parfaits sans K1,3, Hsu et Nemhauser [92℄ proposent des algorithmes poly-nomiaux ombinatoires pour es trois problèmes ; Hsu [91℄ donne notamment un algorithmeen temps O(n4) pour le problème de la oloration minimum.



20 Chapitre 1. IntrodutionLa sous-lasse la plus onnue des graphes sans K1,3 est la lasse des graphes duaux . Ene�et, le problème de la oloration des arêtes d'un graphe, qui a de nombreuses appliationsdans la onstrution d'emplois du temps et en ordonnanement [41, 42, 43, 45, 44, 107℄,revient à olorier les sommets de son dual. Le problème de la lique maximum devientpolynomial lorsque l'on se restreint à la lasse des graphes duaux (f. [49℄). En dépit duthéorème de Vizing (f. [46, p. 103�105℄) (le nombre de ouleurs néessaires à la oloration desarêtes d'un graphe G est soit ∆(G), soit ∆(G)+1), le problème de oloration minimum d'ungraphe dual reste NP-di�ile [90℄. Notons qu'un résultat similaire tient pour les graphesplanaires : olorier un graphe planaire à l'aide de trois ouleurs est un problème NP-omplet[59℄, alors que elui-i admet toujours une 4-oloration (f. [46, p. 120�122℄).

g. sindésg. d'intervalles propres
g. de toléranes bornées

g. de Meyniel g. parfaits

g. à seuil
g. de trapèzes g. de ordesg. de omparabilité

g. bipartisforêts
g. d'ars propres g. de permutation

g. faiblement triangulés
g. triangulés g. de toléranes o.g. de omparabilité
g. d'intervalles

g. d'arsg. sans K1,3

o.g. triangulés
Fig. 1.17 � Une hiérarhie des di�érentes lasses de graphes présentées : � lasse A→ lasseB � signi�e � lasse A ⊂ lasse B � (g. = graphes, o.g. = ompléments de graphes).Remarque. Bien que nous ne l'ayons pas mentionné sur la �gure 1.17, les graphes bipartisforment une sous-lasse des graphes faiblement triangulés et des graphes de Meyniel. Ene�et, un graphe biparti ne ontient pas de yle impair de longueur supérieure ou égale àinq et tout yle induit impair de longueur supérieure ou égale à inq dans son omplémentpossède au moins deux ordes.1.4 État de l'artVoii pour ommener un résultat basique onernant la omplexité du problème d'or-donnanement ave exlusion mutuelle. Celui-i déoule simplement du fait que pour k = 3,le problème Ordo est équivalent au problème NP-omplet de la partition en triangles [60℄dans le omplément (lorsque n est un multiple de trois), alors que pour k = 2, elui-i estéquivalent au problème du ouplage maximum dans e même omplément [48℄.



1.4 État de l'art 21Proposition 1.3 (Folklore) Le problème Ordo est NP-di�ile, même lorsque k est unparamètre �xé supérieur ou égal à trois. En revanhe, il peut être résolu en temps et espaepolynomial lorsque k = 2.De nombreuses améliorations ont été apportées à l'algorithme de ouplage maximumproposé par Edmonds [48℄. L'algorithme le plus rapide à e jour est du à Golberg et Karzanov[74℄ et s'exéute en temps O(
√

nm logn
n2

m ) (voir aussi l'algorithme de Miali et Vazirani [122℄en temps O(
√

n m)). Toutefois, les strutures de données employées par les deux auteurssont si omplexes que leur algorithme n'est que très peu onsidéré en pratique. Pour leouplage maximum dans les graphes bipartis, l'algorithme en temps O(
√

n m) de Hoproftet Karp [89℄ demeure une référene, même si depuis d'autres algorithmes légèrement pluse�aes en temps ont été proposés (voir par exemple [2, 51℄). Pour une revue omplètesur l'évolution de la omplexité des algorithmes de ouplage maximum dans les graphesgénéraux ou bipartis, nous invitons le leteur à onsulter [137, p. 267 et p. 422�423℄.Lorsque l'on se restreint à ertaines lasses de graphes, le problème du ouplage maxi-mum peut être plus faile à résoudre. Pour les graphes d'ars, Liang et Rhee [111℄ proposentun algorithme de ouplage maximum en temps O(n log n), étant donnée en entrée une re-présentation par ars du graphe (les mêmes auteurs a�rment dans [129℄ que leur algorithmepeut être implanté en temps O(n log log n) en utilisant les strutures de [156℄) ; la méthodequ'ils proposent est basée sur un algorithme pour le ouplage maximum dans les graphesd'intervalles introduit par Moitra et Johnson (f. [111, 3℄). Yu et Yang [158℄ donnent unalgorithme linéaire pour le ouplage maximum dans les ographes, et Rhee et Liang [129℄un algorithme en temps O(n log log n) pour le même problème dans les graphes de permuta-tion, étant donnée en entrée une permutation représentant le graphe. Dahlhaus et Karpinski[36℄ proposent un algorithme linéaire pour le ouplage maximum dans les graphes fortementtriangulés, une sous-lasse des graphes triangulés qui ontient les graphes d'intervalles et lesforêts, et montrent que le problème du ouplage maximum pour les graphes d'intersetiondes hemins dans un arbre (et a fortiori pour les graphes triangulés) est aussi di�ile quepour les graphes bipartis. En�n, Andrews et al. [3℄ montrent que le même problème peutêtre résolu en temps O(n log n) pour les ompléments de graphes d'intervalles, étant donnéeune représentation par intervalles du graphe en entrée.Ensuite, les résultats de [59, 90, 61℄ au sujet de la omplexité du problème de la olorationminimum ont omme orollaire immédiat la proposition suivante.Proposition 1.4 (Folklore) Le problème Ordo est NP-di�ile pour les graphes planaires,les graphes duaux, les graphes d'ars et les graphes de ordes.La omplexité du problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle n'a été vérita-blement étudiée que depuis une dizaine d'années. Les premiers résultats parus sur le sujetse rapportaient en fait à des problèmes de déomposition de graphes. Ainsi, un orollaired'un résultat de Alon [1℄ est que le problème Ordo peut être résolu en temps et espaepolynomial pour les graphes duaux lorsque k est un paramètre �xé. D'un autre �té, Cohenet Tarsi [26℄ ont établi que le problème est NP-di�ile pour les ompléments des graphesduaux, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois.



22 Chapitre 1. IntrodutionLon [113℄ a étudié le problème Ordo pour les graphes d'ordres partiels, qui est étroi-tement lié aux problèmes d'ordonnanement ave des ontraintes de préédene entre lestâhes. Celui-i établit que le problème reste NP-di�ile pour les ompléments de graphesde omparabilité même ave k ≥ 3 �xé, mais peut être résolu en temps et espae linéairepour les ompléments de graphes d'intervalles (il s'appuie pour ela sur un résultat de Pa-padimitriou et Yannakakis [126℄). Il donne aussi un algorithme polynomial pour le problèmerestreint aux graphes sindés, et montre que pour les ographes, le problème devient poly-nomial lorsque k est �xé. En onlusion de son artile, Lon [113℄ pose la question de laomplexité du problème Ordo pour les graphes de permutation.Hansen et al. [83℄ ont onsaré un artile au sujet, dans lequel ils dérivent des bornespour χ(G, k) et présentent quelques as polynomiaux. En s'appuyant sur un résultat de DeWerra [42℄, les trois auteurs montrent tout d'abord que le problème Ordo peut être résoluen temps et espae polynomial pour les graphes sans K1,3, si l'on possède une olorationminimum du graphe en entrée. Ils évoquent ensuite le aratère polynomial du problèmelorsque l'on se restreint aux graphes parfaits de stabilité au plus trois ('est-à-dire tel que
α(G) ≤ 3). En�n, ils démontrent que le problème est polynomial pour les graphes bipartislorsque k est �xé et posent la question de la omplexité du problème pour les arbres.Motivés par un problème d'alloation d'opérations à des proesseurs, Bodlaender etJansen [14℄ ont livré une série de résultats sur le sujet. Pour les ographes et les graphesbipartis, ils montrent que le problème est NP-di�ile, mais devient polynomial lorsque kest �xé (pour les graphes bipartis, ils démontrent même que déterminer une partition entrois stables de taille au plus k est un problème NP-omplet). Pour les graphes sindés,ils établissent le aratère polynomial du problème, réduisant elui-i à un problème de �otmaximum. En�n, ils montrent que le problème estNP-di�ile pour les graphes d'intervalles,même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre. En onlusion de leurartile, Bodlaender et Jansen [14℄ posent la question de la omplexité du problème Ordopour les graphes d'intervalles lorsque k = 3.Dans le même temps, Baker et Co�man [6℄ apportaient une réponse positive à la questionde Hansen et al. [83℄ en démontrant que le problème Ordo peut être résolu en temps
O(n + k2 log k) pour les forêts et même O(n) pour les arbres (Jarvis et Zhou [102℄ ontréemment redéouvert le résultat onernant les arbres). La seonde moitié de leur artileest onsarée à une appliation du problème d'ordonnanement ave exlusion mutuellepour les graphes planaires : la résolution d'équations aux dérivées partielles en parallèle pardéomposition du domaine. Les deux auteurs onluent d'ailleurs leur papier en posant laquestion de la omplexité du problème k-Ordo pour les graphes planaires.Une analyse polyédrale du problème apparaît dans un papier de De Werra [44℄, danslaquelle e dernier établit que la matrie des ontraintes du programme linéaire en nombresentiers assoié au problème est totalement unimodulaire ou bien équilibrée si et seulement sile graphe en entrée est une union de liques disjointes (pour plus de détails sur les propriétésde es matries, nous invitons le leteur à onsulter [136, p. 266�308℄). De fait, le problèmepeut être résolu en temps et espae polynomial pour ette lasse de graphes à l'aide de laméthode de l'ellipsoïde (f. [119, p. 131�148℄ ou [136, p. 163�189℄). De Werra [44℄ proposeaussi un algorithme ombinatoire pour résoudre e problème (et même une extension deelui-i), en le réduisant à un problème de �ot maximum dans un réseau.



1.5 Plan de la thèse 23Dahlhaus et Karpinski [36℄ ont étudié la omplexité d'un problème de partition en re-lation ave le problème Ordo pour les ompléments de graphes triangulés ou fortementtriangulés (rappelons que la lasse des graphes fortement triangulés englobe les graphesd'intervalles et les forêts). Ils montrent notamment que les sommets d'un graphe fortementtriangulé peuvent être ouverts à l'aide d'un maximum de liques disjointes de taille k entemps et espae linéaire ; leur algorithme peut être adapté pour résoudre le problème Ordopour les ompléments de graphes fortement triangulés. Ils prouvent aussi qu'une partitiond'un graphe triangulé en n/k liques de taille k (ave n multiple de k) peut être déterminéeen temps et espae polynomial s'il en existe une. D'un autre �té, Corneil [29℄, qui abordedans son artile le problème de la ouverture maximum d'un graphe triangulé par des liquesdisjointes de taille k, rapporte que D.G. Kirkpatrik aurait montré que le problème est NP-di�ile pour k ≥ 3 ; toutefois, nous n'avons trouvé auune référene au sujet de e résultatdans la littérature.Nous onlurons et historique par deux résultats réents. Le premier, du à Jansen [100℄,répond à la question posée par Lon [113℄ : le problème Ordo est NP-di�ile pour lesgraphes de permutation, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à six. Leseond, du à Bodlaender et Fomin [13℄, établit le aratère polynomial du problème restreintaux graphes de largeur-arbre bornée (de l'anglais bounded treewidth graphs) ; Kaller et al.[103℄ avaient auparavant montré que pour e type de graphes, le problème peut être résoluen temps et espae polynomial si k est �xé en entrée. En outre, Jansen [100℄ et Bodlaenderet Fomin [13℄ proposent un état de l'art assez omplet du problème d'ordonnanement aveexlusion mutuelle.Pour résumer, les seules lasses de graphes pour lesquelles le problème Ordo peut êtrerésolu en temps et espae polynomial sont à e jour : les graphes sindés [113, 14℄, lesforêts et les arbres [6, 102℄, les graphes olletions de liques disjointes [44℄, les omplémentsde graphes fortement triangulés [36℄ et de graphes d'intervalles [113, 14℄, et les graphesde largeur-arbre bornée [13℄. En revanhe, le problème est NP-di�ile pour les graphesduaux [90℄ et leurs ompléments (même ave k ≥ 3 �xé) [26℄, les ographes, les graphesbipartis, les graphes d'intervalles (même ave k ≥ 4 �xé) [14℄, les ompléments de graphesde omparabilité (même ave k ≥ 3 �xé) [113℄, et les graphes de permutation (même ave
k ≥ 6 �xé) [100℄.1.5 Plan de la thèseEn premier lieu, nous détaillons la omplexité du problème d'ordonnanement ave ex-lusion mutuelle pour les graphes d'intervalles, travail que nous avions entamé dans [62℄.Nous donnons un nouvel algorithme linéaire pour le problème lorsque k = 2, beauoup plussimple à mettre à ÷uvre que elui de Andrews et al. [3℄. Ensuite, nous étudions quelquesproblèmes onnexes tels que le ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes ouenore la oloration minimum dans les graphes d'intervalles, pour lesquels nous proposonsde nouveaux algorithmes. En�n, nous montrons que le problème Ordo peut être résolu entemps et espae linéaire pour deux sous-lasses des graphes d'intervalles : les graphes d'in-tervalles propres (qui englobent les graphes olletions de liques disjointes) et les graphesà seuil.



24 Chapitre 1. IntrodutionLe problème est aussi étudié pour ertaines extensions des graphes d'intervalles ommeles graphes d'ars et les graphes de toléranes. Un algorithme quadratique est présenté pourrésoudre le problème restreint aux graphes d'ars propres, ainsi qu'un algorithme linéairepour le même problème lorsque k = 2. Puis, nous omplétons en partie le résultat deBodlaender et Jansen [14℄ (voir le théorème 1.1) en montrant que le problème reste NP-di�ile pour les graphes de toléranes bornées (et les graphes de Meyniel), même lorsque kest un paramètre supérieur ou égal à trois.Motivé par des aspets pratiques, nous étudions ensuite l'impat de la propriété suivantesur la omplexité du problème : le graphe G d'exlusion mutuelle admet une oloration telque haque ouleur apparaît au moins k fois. Nous montrons que si un graphe d'intervallespossède ette propriété, alors elui-i admet une partition optimale en ⌈n/k⌉ stables detaille au plus k. De plus, si une oloration du graphe d'intervalles satisfaisant la propriété enquestion est donnée en entrée, alors le problème Ordo peut être résolu en temps et espaelinéaire. Cette assertion est étendue aux graphes sans K1,3, aux graphes d'ars, aux graphesde toléranes propres (lorsque k = 2) et aux graphes triangulés (lorsque k ≤ 4).Le dernier hapitre de la thèse est onsaré à ertains problèmes de partition relatifs auxgraphes d'intervalles, qui nous ont été inspirés par l'étude du problème d'ordonnanementave exlusion mutuelle. Nous nous attardons en partiulier sur le problème de la partitiond'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissonsla proposition suivante : tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉sous-graphes d'intervalles propres, et elle-i peut être alulée en temps O(n log n+m). Cerésultat est mis à pro�t lors de la oneption d'algorithmes polynomiaux d'approximationpour le problème Ordo restreint aux graphes d'intervalles ou d'ars. Dans une dernièresetion, nous disutons de trois autres problèmes liés à la partition d'un graphe d'intervallesen sous-graphes d'intervalles propres.



Chapitre 2Exlusion mutuelle par un graphed'intervallesBodlaender et Jansen [14℄ ont démontré que le problème d'ordonnanement ave exlu-sion mutuelle est NP-di�ile pour les graphes d'intervalles, même lorsque k est un para-mètre �xé supérieur ou égal à quatre. La preuve de e résultat s'appuie sur une rédutionomplexe que nous ne détaillerons pas ii, mais dont nous reprendrons les grandes lignes dansle hapitre suivant a�n de montrer la di�ulté du problème pour les graphes de toléranesbornées lorsque k = 3.L'étude de la omplexité du problème pour les graphes d'intervalles lorsque k = 3 a étéune des motivations premières de e travail de thèse. Bien que la question demeure ouverte àe jour, elle-i nous a amené à reonsidérer le problème pour k = 2 et à exhiber plusieurs aspour lesquels le problème s'avère être soluble en temps et espae polynomial. Les résultatsde es travaux sont exposés dans le présent hapitre 1.2.1 Un nouvel algorithme linéaire pour k = 2Comme nous l'avons évoqué dans l'introdution, le problème Ordo peut être résolu entemps et espae polynomial par ouplage maximum dans le graphe omplément lorsque
k = 2 (voir la proposition 1.3). Toutefois, les algorithmes de ouplage maximum dans ungraphe quelonque sont di�iles à mettre en ÷uvre et leur temps d'exéution est plus quequadratique en le nombre de sommets du graphe [122℄. C'est pourquoi la reherhe d'algo-rithmes à la fois simples et e�aes, dédiés à ertaines lasses de graphes, reste d'atualité.A notre onnaissane, deux algorithmes seulement ont été proposés pour la résolution duproblème 2-Ordo restreint à la lasse des graphes d'intervalles. Le premier apparaîtrait dansun manusript de M.G. Andrews et D.T. Lee, enore jamais publié à e jour. Cet algorithme,qui est brièvement évoqué dans [3℄, onsidère une représentation par intervalles en entréeet e�etue un balayage du plan pour onstruire en O(n log n) une solution optimale, et emême si les extrémités des intervalles sont déjà triées en entrée. Le seond, toujours de type1Une partie de es résultats apparaît dans [65℄ (en anglais).25



26 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervalles�géométrique�, apparaît dans le papier plus réent d'Andrews et al. [3℄. Ceux-i donnent unalgorithme réursif parallèle qui requiert un temps O(log3n) sur une arhiteture PRAMEREW à O(n/log2n) proesseurs (se reporter à [28, p. 675�715℄ pour une introdution àl'algorithmique parallèle). La version séquentielle de leur algorithme s'exéute en temps
O(n log n), mais les auteurs a�rment que sa omplexité peut être abaissée à O(n) si lesextrémités des intervalles sont triées en entrée. Malgré ela, leur algorithme réursif restedi�ile à implanter et la preuve de sa validité est longue et fastidieuse.Dans ette setion, nous présentons un nouvel algorithme fondé sur des onepts issusde la théorie des graphes. Notre algorithme est simple, inrémentiel et la preuve de saorretion est ourte. Nous montrons que et algorithme s'exéute en temps et espae O(n)si une représentation par intervalles ordonnée lui est fournie en entrée. Rappelons à epropos que l'ordre dé�ni par les extrémités gauhes (resp. droites) roissantes des intervallesest noté <g (resp. <d). Comme elui d'Andrews et al. [3℄, notre algorithme utilise ommeroutine un algorithme de ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes. Un graphebiparti B = (X,Y,E) est Y -onvexe s'il existe un ordre linéaire sur les sommets de Y telque les sommets adjaents à tout sommet de X apparaissent onséutivement dans etteordre. Nous nous appuierons sur un résultat de Steiner et Yeomans [147℄ qui établit qu'unouplage maximum dans un graphe biparti onvexe peut être alulé en temps O(|X|) etespae O(|Y |) si pour haque sommet de X, l'intervalle des sommets adjaents à elui-i dans
Y est donné en entrée. Nous reviendrons en détail sur le problème du ouplage maximumdans les graphes bipartis onvexes dans la setion suivante.Prinipe et validité de l'algorithmeNous travaillons ii sur une représentation par intervalles ouverts plut�t que sur le graphed'intervalles lui-même. Nous onserverons ependant le voabulaire de la théorie des grapheslorsque nous manipulerons es intervalles. Ainsi, un stable est un ensemble d'intervalles deux-à-deux disjoints et une lique est un ensemble d'intervalles se hevauhant deux-à-deux. Uneoloration d'un ensemble d'intervalles orrespond à une partition de et ensemble en stables.Par analogie au problème de ouplage, nous dirons que deux intervalles peuvent être oupléslorsqu'ils sont disjoints. Un ensemble d'intervalles pouvant être ouplés deux-à-deux seraappelé ouplage.Considérons un ensemble I = {I1, . . . , In} d'intervalles et une partition minimum S =

{S1, . . . , Sχ(I)} de I en stables. Voii les quelques assertions sur lesquelles repose l'algo-rithme.Lemme 2.1 Si un stable Su ∈ S ne ontient qu'un seul intervalle, alors e dernier appar-tient à toute lique maximum de I.Preuve. Comme ω(I) = χ(I), toute lique maximum doit ontenir un et un seul intervalleprovenant de haque stable de S. Si l'unique intervalle de Su n'appartient pas à une liquemaximum de I, nous obtenons alors une ontradition. ⊓⊔Lemme 2.2 (Petit lemme de déoupage) Si haque stable de S ontient plus de deuxintervalles et que n, le nombre d'intervalles dans I, est pair, alors χ(I, 2) = n/2.



2.1 Un nouvel algorithme linéaire pour k = 2 27Preuve. Nous montrons que les stables peuvent être, de manière imagée, �déoupés� enexatement n/2 paires d'intervalles disjoints.Soit deux stables Su, Sv ∈ S de taille impaire et supérieure à trois. Nous montronsqu'il est toujours possible de oupler deux intervalles, l'un provenant de Su et l'autre de
Sv, de manière à redé�nir deux nouveaux stables de taille paire et supérieure à deux. Soit
Ia, Ib ∈ Su et Ic, Id ∈ Sv tel que Ia ≺ Ib et Ic ≺ Id. Si Ia et Id sont disjoints, alors eux-iforment le ouplage désiré. Dans le as ontraire, nous a�rmons qu'il en est de même pour
Ib et Ic. En e�et, Ia et Id se hevauhant, nous avons que g(Id) ≤ d(Ia). En utilisant lesinégalités d(Ic) ≤ g(Id) et d(Ia) ≤ g(Ib), nous obtenons alors d(Ic) ≤ g(Ib).Pour onlure, la onstrution suivante établit le lemme. Puisque n est pair, le nombrede stables de taille impaire est néessairement pair lui aussi. Grâe à la propriété démontréepréédemment, nous pouvons redé�nir deux par deux les stables de taille impaire en stablesde taille paire, tout en exhibant des ouples d'intervalles disjoints. Finalement, les stablesrestants, maintenant tous de taille paire, admettent une partition triviale en paires d'inter-valles disjoints. ⊓⊔Proposition 2.1 Si le nombre ϑ(I) de stables ne ontenant qu'un seul intervalle dans Sest aussi petit que possible, alors l'égalité χ(I, 2) = ⌈(n + ϑ(I))/2⌉ est satisfaite.Preuve. La proposition est établie à l'aide des deux lemmes préédents. Le premier lemmeimpose que χ(I, 2) ≥ ⌈(n − ϑ(I))/2⌉ + ϑ(I), puisqu'au moins ϑ(I) intervalles de I nepeuvent être ouplés. Après avoir extrait es derniers, le seond lemme nous permet alorsd'obtenir un ouplage parfait parmi les n−ϑ(I) intervalles restants (moins un si e nombreest impair). ⊓⊔D'après la proposition préédente, le problème 2-Ordo se réduit don ii à déterminerune oloration de l'ensemble I tel que le nombre de stables de taille un soit le plus petitpossible. En aord ave le lemme 2.1, e nouveau problème peut être résolu en alulantun ouplage maximum Mc (d'intervalles disjoints) entre les intervalles d'une lique maxi-mum C ∈ I et le reste des intervalles. En e�et, une fois e ouplage obtenu, une proédureCompléter-Stables minimisera ϑ(I) en ajoutant à haque stable de taille un Su = {Ii}un intervalle Ij ∈ Sv si le ouple (Ii, Ij) appartient à Mc. De là, une solution optimale auproblème 2-Ordo s'obtiendra simplement à l'aide de la preuve onstrutive du petit lemmede déoupage. Voii une desription des étapes majeures de l'algorithme.Algorithme 2-Ordo-Intervalles ;Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In} ;Sortie : une solution optimaleM au problème 2-Ordo pour I ;Début ;étape 1 :aluler une oloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(I)} de I ;si tous les stables de S ont une taille au plus deux alors aller à l'étape 3 ;si tous les stables de S ont une taille au moins deux alors aller à l'étape 3 ;étape 2 :aluler une lique maximum C = {c1, . . . , cχ(I)} de I ;



28 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesonstruire le graphe biparti Bc = (X, Y, E) ave :. X = C et Y = I \ C ;. E = {(Ii, Ij) | Ii ∈ C, Ij ∈ I \ C et Ii ∩ Ij = ∅} ;aluler un ouplage maximumMc dans Bc ;
S ← Compléter-Stables(S,Mc) ;étape 3 :
M← ∅ ;pour haque stable Su ∈ S de taille un faireretirer Su de S et l'ajouter àM ;si le nombre d'intervalles restants dans S est impair alorsretirer un intervalle de n'importe quel stable de taille impaire et l'ajouter àM ;aluler un ouplage parfait d'intervalles disjoints dans S et l'ajouter àM ;retournerM ;Fin ;Dans la partie suivante, nous analysons la omplexité de et algorithme. Nous montronsen partiulier qu'il peut s'exéuter en temps et espae linéaire, si la représentation parintervalles fournie en entrée est ordonnée.Complexité de l'algorithmeNous admettrons posséder en entrée de l'algorithme une représentation I = {I1, . . . , In}par intervalles, munie de ses deux ordres <g et <d. Ceux-i nous permettront notammentd'obtenir en temps O(n) la liste des n intervalles ordonnés selon <g ou <d.La omplexité de l'étape 1 est dominée par la omplexité du alul d'une olorationminimum de I. Ce alul peut être e�etué en temps et espae O(n) lorsque les ordres <get <d sont donnés en entrée [80℄ (voir aussi l'algorithme Coloration-Intervalles, p. 44).À présent, étudions la omplexité de l'étape 2 qui repose essentiellement sur la propriétésuivante.Lemme 2.3 Le graphe biparti Bc = (X,Y,E) est Y -onvexe.Preuve. Rappelons que l'ensemble X orrespond à une lique maximum C ∈ I et l'ensemble

Y au reste des intervalles, 'est-à-dire à I\C. Ce dernier se subdivise en deux sous-ensemblesomplémentaires Ig et Id, respetivement l'ensemble des intervalles se trouvant à gauhe dela lique C et l'ensemble des intervalles se trouvant à droite de la lique C (un intervalle nepeut pas appartenir à l'un et à l'autre sans appartenir à la lique). Après avoir ordonné Idselon <g et Ig selon <d, nous obtenons un ordre < sur Y . À présent, pour haque cu ∈ C,posons au = min{i | cu ≺ Ii et Ii ∈ Id} et bu = min{i | Ii ≺ cu et Ii ∈ Ig}. Il est alorsaisé de véri�er que pour tout i ∈ {au, . . . , bu}, les intervalle cu et Ii sont disjoints (voir la�gure 2.1). En onséquene, le graphe biparti Bc est Y -onvexe. ⊓⊔Le graphe biparti Bc étant onvexe, le ouplage maximumMc peut être obtenu en temps
O(n) par l'algorithme de Steiner et Yeomans [147℄. Leur algorithme demande en entréela représentation suivante du graphe Bc : l'ordre linéaire sur Y et pour haque u ∈ X,



2.1 Un nouvel algorithme linéaire pour k = 2 29
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Fig. 2.1 � La preuve du lemme 2.3.les deux valeurs au et bu. Voii omment nous proédons pour aluler e�aement ettereprésentation. Une lique maximum peut être exhibée en temps et espae O(n), si lesintervalles sont triés [81℄ (voir aussi l'algorithme Clique-Intervalles, p. 45). Cette liquemaximum, notée C = {c1, . . . , cχ(I)}, est dé�nie telle que cu orresponde à l'intervalle de Cappartenant au stable Su ∈ S. Ensuite, l'ordre < sur Y (tel que nous l'avons dé�ni dans lelemme préédent) s'obtient en temps O(n) à l'aide des ordres <g et <d. En�n, les indies
au sont déterminés par un balayage linéaire de l'ensemble Id ordonné selon <g, à onditionque les intervalles de C soient, eux, ordonnés selon <d (dans e as, nous aurons en e�et
au−1 ≤ au pour tout u = 2, . . . , χ(I)). Bien entendu, les indies bu peuvent être déterminésde façon symétrique en parourant l'ensemble Ig en temps linéaire, e qui omplète laonstrution du graphe biparti Bc.Pour lore l'analyse de l'étape 2, voii une implantation de la proédure Compléter-Stables dont le temps d'exéution est linéaire. Nous supposons que la taille de haquestable peut être obtenue en O(1), de même que pour un intervalle, l'indie du stable auquelil appartient.Mc peut être onsidéré omme un tableau dans lequel est stoké en u l'indiede l'intervalle de I \ C ouplé à cu ∈ C (ou bien zéro si elui-i n'est pas ouplé).Algorithme Compléter-Stables ;Entrée : une oloration minimum S de I, un ouplage maximumMc de Bc ;Sortie : une oloration minimum S ave ϑ(I) minimum ;Début ;

S′ ← ∅ ;pour haque stable Su ∈ S fairesi Su est de taille un alors S′ ← S′ ∪ {Su} ;tant que S′ 6= ∅ faire
S′ ← S′ \ {Su} ;soit i l'indie stoké en u dansMc ;si i 6= 0 alorssoit v l'indie du stable auquel Ii appartient ;



30 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervalles
Sv ← Sv \ {Ii}, Su ← Su ∪ {Ii} ;si Sv est de taille un alors S′ ← S′ ∪ {Sv} ;retourner S ;Fin ;En�n, l'étape 3 peut elle aussi être implantée en temps O(n). En partiulier, la preuve dupetit lemme 2.2 de déoupage fournit un algorithme linéaire simple pour aluler un ouplageparfait d'intervalles disjoints dans S, elui-i ne ontenant alors plus que des stables de tailleau moins deux et un nombre pair d'intervalles. L'espae utilisé tout au long de l'algorithme nedépassant jamais O(n) (y ompris durant l'exéution de la proédure de Steiner et Yeomans[147℄), nous tenons le résultat suivant.Théorème 2.1 L'algorithme 2-Ordo-Intervalles retourne en temps et espae O(n) unesolution optimale au problème 2-Ordo pour un ensemble I de n intervalles, étant donnésen entrée les ordres <g et <d sur I.Puisqu'une représentation par intervalles ordonnée (selon <d ou <g) peut être obtenueen temps et espae linéaire à partir d'un graphe d'intervalles ou de son omplément [82℄,nous obtenons les orollaires suivants.Corollaire 2.1 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesgraphes d'intervalles lorsque k = 2.Corollaire 2.2 Le problème du ouplage maximum peut être résolu en temps et espae li-néaire pour les ompléments de graphes d'intervalles.2.2 Problèmes relatifsLa résolution du problème 2-Ordo pour les intervalles est essentiellement basée sur deuxroutines : le alul d'une oloration minimum (et d'une lique maximum) d'un ensembled'intervalles et le alul d'un ouplage maximum dans un graphe biparti onvexe. Ces deuxroutines sont au ÷ur de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles. Par onséquent, l'implantationde elles-i aura une in�uene ertaine sur la omplexité de l'algorithme tout entier. Dansette setion, nous nous proposons d'étudier dans le détail es deux problèmes que sont laoloration minimum d'un ensemble d'intervalles et le ouplage maximum dans un graphebiparti onvexe, en ommençant par le seond.2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexesLe problème du ouplage maximum dans un graphe onsiste, rappelons-le, à détermi-ner un sous-ensemble d'arêtes de ardinal maximum tel que deux de es arêtes ne soientpas inidentes au même sommet. Du fait de ses nombreuses appliations en optimisationombinatoire et reherhe opérationnelle, e problème a été partiulièrement étudié pour lesgraphes bipartis. Soit B = (X,Y,E) un graphe biparti. Exeptionnellement, nous noterons



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 31ii n le nombre de sommets de X et m le nombre de sommets de Y . La notation ensembliste
|E| sera utilisée pour dénoter le nombre d'arêtes du graphe.L'algorithme en temps O(

√
n + m |E|) de Hoproft et Karp [89℄ reste à e jour un desplus rapides pour résoudre le problème du ouplage maximum dans les graphes bipartis.Comme nous l'évoquions préédemment, le temps d'exéution d'un tel algorithme, bien quepolynomial, n'est plus satisfaisant lorsque le nombre de sommets du graphe devient trèsgrand. Ainsi, plusieurs algorithmes ont été proposés pour traiter des instanes partiulières,omme par exemple les graphes bipartis réguliers (voir [137, p. 267�274℄). Les graphes bipartisonvexes, qui apparaissent dans plusieurs appliations industrielles [73, 37, 145℄, en sont unautre exemple important. Plusieurs algorithmes ont été donnés pour résoudre le problèmedu ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes [73, 112, 58, 37, 139, 147℄, maistous utilisent des strutures de données omplexes à mettre en ÷uvre. Après une revue desdi�érents résultats de la littérature sur le sujet, nous présentons un nouvel algorithme entemps O(n log n) et espae O(n), dont l'implantation ne pose auune di�ulté. Nous verronsensuite omment traiter le problème de manière enore plus e�ae pour les graphes bipartisdoublement onvexes ou proprement onvexes, que nous dé�nirons par la suite.Comme dans toute la littérature traitant du sujet, nous admettrons que le graphe bipartionvexe B = (X,Y,E) est toujours spéi�é par sa représentation onvexe, 'est-à-dire ave

X = {1, . . . , n} et Y = {1, . . . ,m}, et pour haque i ∈ X, un ouple d'entiers (ai, bi)dé�nissant un intervalle de Y .État de l'artLes graphes bipartis onvexes ont été introduits en 1967 par Glover [73℄. Dans sonpapier, il dérit une appliation industrielle du problème du ouplage maximum dans lesgraphes bipartis onvexes et fournit un algorithme glouton2 en O(|E|) pour le résoudre.Cet algorithme progresse de manière séquentielle à travers l'ensemble Y et pour haquesommet y ∈ Y , herhe parmi tous les sommets non ouplés de X adjaents à y elui ayantle plus petit indie bi pour le oupler à elui-i. Glover introduit aussi les graphes bipartisdoublement onvexes, 'est-à-dire à la fois onvexes sur X et sur Y . Une fois les ensembles Xet Y d'un graphe biparti doublement onvexe ordonnés, Glover remarque que pour haque
y ∈ Y , le sommet de X andidat au ouplage ave y est elui qui possède soit le plus petitindie, soit le plus grand, parmi les sommets de X non enore ouplés et adjaents à y.Plus tard, Lipski et Preparata [112℄ proposèrent une modi�ation de l'heuristique deGlover s'exéutant en temps O(n α(n) + m), où α(n) est une fontion relative à l'inversede la fontion d'Akermann qui roît très lentement (f. [149, p. 23�26℄ ou [28, p. 442�445℄pour plus de détails). Leur algorithme est basé sur une idée suggérée par J.E. Hoproft, trèsprohe de elle employée pour résoudre e�aement le problème du minimum di�éré (f. [28,p. 451℄ pour plus de détails). Le temps d'exéution presque linéaire de l'algorithme est laonséquene de l'utilisation de la struture de données pour ensembles disjoints proposéepar Tarjan [148℄. D'après les résultats plus réents de Gabow et Tarjan [57℄, elui-i s'avèreêtre linéaire en O(n + m). En�n, Lipski et Preparata donnent dans leur papier une version2� This rather suggestive terminology is due to Jak Edmonds. �, préise Glover !



32 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallese�ae de l'algorithme de Glover pour le as doublement onvexe. A l'aide d'une �le depriorité à double entrée, ils obtiennent un temps d'exéution en O(n + m).D'un autre �té, Gallo [58℄ donnait une implantation en temps O(n log n) d'une modi�-ation similaire. Pour obtenir e temps d'exéution, Gallo utilise une struture de donnéespartiulière à deux niveaux de tas, à savoir un tas binaire dont haque noeud est un tas àgauhe (de anglais leftist heap, f. [105, p. 150�152℄ ou [149, p. 33�43℄ pour plus de détails).Sutella et Sevola [139℄ ont donné une proédure qui s'exéute dans le temps minimum prispar l'algorithme de Lipski�Preparata et elui de Gallo.Dekel et Sahni [37℄ ont été les premiers à proposer un algorithme parallèle pour ré-soudre le problème. Leur algorithme prend un temps O(log2n) sur O(n) proesseurs PRAMEREW (se reporter à [28, p. 675�715℄ pour une introdution à l'algorithmique parallèle).Atallah et al. [5℄ obtiennent un temps d'exéution en O(log n) à l'aide de O(n3) proes-seurs PRAM EREW. Réemment, Andrews et al. [3℄ ont abaissé le nombre de proesseurs à
O(n/ log n) utilisés par l'algorithme de Dekel et Sahni. En e�et, le nombre total d'opérations(et don le temps d'exéution) de la version séquentielle de leur algorithme peut être ramenéà O(n log n).L'ultime amélioration apportée à l'heuristique de Glover est due à Steiner et Yeomans[147℄. Ces derniers ont appliqué une méthode semblable à elle dérite par Frederikson[55, 146℄ pour résoudre un problème d'ordonnanement de tâhes ave temps d'exéutionunitaires et dates au plus t�t et au plus tard entières. Après une première étape permettantd'éviter un tri expliite des sommets de l'ensemble Y à l'aide de O(n + m) espae mémoiresupplémentaire, le graphe est partagé en temps O(n) en omposantes distintes sur Y quipeuvent être traitées séparément par l'algorithme de Glover. Le point ruial de la méthodeest que lors de e partage, le nombre de sommets de Y appartenant à l'ensemble des om-posantes est réduit à n, les autres sommets ne s'avérant pas néessaires au ouplage. En�n,un ouplage maximum est extrait dans haune des omposantes en exéutant une séquened'au plus 2z opérations pour un problème de minimum di�éré (f. [28, p. 451℄ pour plus dedétails), où z est le nombre de sommets de la omposante appartenant à Y . D'après Gabowet Tarjan [57℄, l'exéution d'une telle séquene d'opérations ne requiert qu'un temps O(z)dans le pire des as. En sommant sur toutes les omposantes, nous obtenons alors un tempstotal d'exéution en O(n).En�n, itons deux extensions intéressantes des graphes bipartis onvexes. Tout d'abord,les graphes bipartis onvexes sur un arbre orienté, introduits par Lipski et Preparata [112℄,sont tels les sommets de Y adjaents à un sommet de X forment des hemins sur un arbreorienté. Les deux auteurs montrent qu'après avoir e�etué un tri topologique des sommets de
Y (des sommets les plus prohes de la raine aux sommets les plus éloignés), une modi�ationde l'algorithme de Glover similaire à elle qu'ils proposent pour le as onvexe permetd'obtenir un temps d'exéution en O(n + m). Ensuite, les graphes bipartis onvexes sur unerle, introduits par Liang et Blum [110℄, sont tels que les sommets de Y adjaents à unsommet de X forment des ars autour d'un erle. Ces derniers ont montré que deux passesde l'heuristique de Glover sur des sous-graphes appropriés su�saient à extraire un ouplagemaximum. En s'appuyant sur la proédure de Lipski et Preparata, ils obtiennent ainsi untemps total d'exéution en O(n + m).



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 33Un nouvel algorithme à la fois e�ae et pratiqueNous présentons une nouvelle modi�ation de l'heuristique de Glover [73℄ inspirée dutravail de Gallo [58℄. Nous montrerons ensuite omment implanter et algorithme à l'aided'un simple tas binaire et d'une struture à base de tableaux, a�n que elui-i puisse s'exé-uter en temps O(n log n) et espae O(n).Modi�ation de l'heuristique de Glover :Étape 1. Poser M = ∅, Q = X et pour haque i ∈ X, di = ai. M dénote l'ensembledes arêtes appartenant au ouplage ; Q dénote l'ensemble des sommets non ouplés de
X ; di, lorsque sa valeur est inférieure ou égale à bi, représente le premier sommet nonouplé de Y pour lequel une arête (i, di) existe.Étape 2. Soit u ∈ Q tel que, pour haque i ∈ Q, du < di ou bu ≤ bi si du = di. Poser
Q = Q \ {u}. Si du ≤ bu, alors poserM =M∪ {(u, du)}. Pour haque i ∈ Q tel que
di = du, poser di = di + 1.Étape 3. Si Q 6= ∅, alors aller à l'Étape 2 , sinon retournerM.La di�érene majeure entre la modi�ation proposée par Gallo [58℄ et elle dérite i-dessus réside dans le fait que le sommet de X andidat au ouplage à l'étape 2 est elui quipossède la valeur de di minimum (et non pas, omme hez Gallo, la valeur de bi minimum).De ette façon, les sommets de Y sont séletionnés dans l'ordre pour être ouplés ave lessommets de X. La validité de l'algorithme peut être établie à l'aide des mêmes tehniquesde preuve que elles développées dans [73, 112, 58℄. Nous reprenons ii elle de Gallo [58℄qui utilise le élèbre théorème de Berge (f. [149, p. 114�115℄) aratérisant le ouplagemaximum dans un graphe : un ouplageM dans un graphe est maximum si et seulement s'iln'admet auun hemin améliorant. Un hemin améliorant est une haîne omposée d'arêtesalternativement dansM et hors deM qui onnete deux sommets exposés, 'est-à-dire deuxsommets n'appartenant à auune arête du ouplageM.Proposition 2.2 La modi�ation de l'heuristique de Glover retourne un ouplage maximumdans le graphe biparti onvexe B = (X,Y,E).Preuve. Tout d'abord, il est faile de voir que M est un ouplage, puisque après l'ajoutde l'arête (u, du) les sommets u et du ne peuvent plus être onsidérés par l'algorithme. Àprésent, nous montrons que e ouplage est maximum. Pour ela, nous dirons qu'un heminaméliorant est de longueur k s'il ontient k arêtes qui n'appartiennent pas àM. Clairement,il n'existe auun hemin améliorant de longueur un. En e�et, un tel hemin n'est omposéque d'une seule arête reliant deux sommets exposés x ∈ X et y ∈ Y . Or, l'algorithmeséletionne haque sommet de X et le ouple à un sommet non ouplé de son voisinage (s'ilen existe au moins un). Par onséquent, un hemin de longueur un ne peut exister.Pour onlure, nous montrons que s'il n'existe pas de hemin améliorant de longueur

k ≥ 1, alors il n'existe pas non plus de hemin améliorant de longueur k + 1.



34 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesSoit (x0, y1, x1, y2, x2, . . . , yk, xk, yk+1) un hemin améliorant de longueur k + 1, ave
(xi, yi) ∈ M pour tout i = 1, . . . , k et (xi, yi+1) ∈ E \ M pour tout i = 0, . . . , k. No-tons (xj , yj) la première arête dans e hemin à avoir été ajoutée au ouplage M. Nousa�rmons maintenant que yj < yj+1 et bxj

≤ bxj−1 . En e�et, si la première inégalité n'estpas véri�ée, alors d'après l'algorithme, le sommet xj doit être ouplé au sommet yj+1, equi est impossible en aord ave l'hypothèse préédente. Si la seonde inégalité n'est pasvéri�ée, nous obtenons d'après l'algorithme que yj doit être ouplé à xj−1, e qui de nou-veau est impossible. De es inégalités nous pouvons déduire que axj−1 ≤ yj < yj+1 ≤
bxj
≤ bxj−1 et, par onvexité, que (xj−1, yj+1) ∈ E. Par onséquent, nous obtenons que

(x0, y1, x1, . . . , yj−1, xj−1, yj+1, xj+1, . . . , yk, xk, yk+1) est un hemin de longueur k, e quiontredit l'hypothèse première. ⊓⊔Nous allons maintenant nous intéresser à l'implantation de la modi�ation de l'heuris-tique de Glover dérite i-dessus. Les strutures de données que nous utilisons sont simples,bien que les interations entre elles-i puissent paraître ompliquées au premier abord.Soit ℓ1 < ℓ2 < · · · < ℓr les valeurs distintes prises par les ai (1 ≤ i ≤ n et r ≤ n).Comme dans [58℄, l'ensemble Q dé�ni lors de l'étape 1 est subdivisé en r sous-ensembles
Q1, Q2, . . . , Qr tel que Qk = {i ∈ X | ai = ℓk}. Les sommets de haque sous-ensemble Qksont ordonnés selon les bi roissants. Désormais, l'indie di n'est plus dé�ni pour haque
i ∈ X, mais pour haque Qi ∈ Q. Ce travail d'initialisation peut être e�etué à l'aide d'unsimple tri, les ai et bi étant stokés en entrée dans des tableaux de dimension n.Dans son implantation, Gallo [58℄ réalise l'étape 2 de la manière suivante. À haquefois qu'un sommet dk ∈ Y est ouplé à un sommet de X, l'indie dk est mis à jour. Si lenouvel indie se trouve être égal à l'indie dt d'un sous-ensemble Qt pour t > k, alors lesdeux sous-ensembles Qt et Qk sont fusionnés en Qt = Qt∪Qk. Pour réaliser ette opérationen temps O(log n), Gallo implante haque sous-ensemble Qk ∈ Q omme un tas à gauhe(f. [105, p. 150�152℄ ou [149, p. 33�43℄ pour plus de détails). L'implantation que nousproposons ii permet d'éviter l'emploi d'une telle struture de données grâe à l'utilisationd'une simple �le de priorité pour stoker l'ensemble C des sommets de Q andidats auouplage. Nous rappelons qu'une �le de priorité est une struture de données permettant degérer un ensemble C d'éléments, haun ayant une valeur assoiée appelée lé. Une �le depriorité supporte les trois opérations suivantes : Insérer(C, x) qui insère l'élément x dansl'ensemble C, Minimum(C) qui retourne l'élément de C ayant la plus petite lé et Extraire-Min(C) qui supprime puis retourne l'élément de C ayant la plus petite lé. Pour plus dedétails, le leteur est renvoyé à [28, p. 146�148℄.Voii omment est utilisée la �le de priorité C. En aord ave la modi�ation de l'heu-ristique de Glover proposée préédemment, les sommets de Y sont balayés dans l'ordre envue d'un ouplage. Notons y le premier sommet non ouplé de Y et k le plus grand indietel que ℓk ≤ y. Les sommets de X andidats au ouplage ave le sommet y appartiennentde fait à l'ensemble Q1 ∪ · · · ∪Qk. Parmi tous les sommets de es k sous-ensembles, le butest don de trouver elui qui a le plus petit indie bi. L'idée est alors de réduire l'espae dereherhe de e sommet à l'ensemble C des premiers sommets non ouplés de haque sous-ensemble Qj (1 ≤ j ≤ k). En e�et, les sommets de haque sous-ensemble Qj étant rangésselon les bi roissants, le premier sommet non ouplé orrespond exatement au sommet nonouplé de plus petit indie bi. En implantant l'ensemble C omme une �le de priorité ave



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 35pour lé l'indie bi, le sommet reherhé, noté x, peut s'obtenir par une simple extration del'élément minimum de la �le. Après son extration, x sera ouplé à y ∈ Y à ondition que
y ≤ bx. Si tel est le as, le ouple (x, y) est ajouté à l'ensembleM et l'on passe au prohainsommet de Y à oupler (soit y ← y + 1). En�n, la �le C de priorité doit être mise à jour. Sile sommet x que l'on vient d'extraire appartient à un sous-ensemble Qu (1 ≤ u ≤ k) danslequel il reste des sommets non ouplés, alors il faut insérer le premier d'entre eux (eluide plus petit indie bi) dans la �le C. En e�et, les sommets de Qu sont néessairement desandidats au ouplage ave le nouveau sommet y puisque l'inégalité ℓu ≤ ℓk ≤ y reste valide(elle le restera d'ailleurs jusqu'à la �n de l'algorithme). Il faut aussi véri�er si des sommetsprovenant des sous-ensembles Qk+1, . . . , Qr peuvent être andidats au ouplage ave le nou-veau sommet y. En fait, les sous-ensembles Q1, . . . , Qr étant ordonnés (ℓ1 < · · · < ℓr), leseul ensemble pouvant ontenir de nouveaux andidats au ouplage sera Qk+1 si y = ℓk+1.

C

Q1

Qr

Q3

Q2

d1d3d2

Fig. 2.2 � La �le de priorité C ouplée à la struture Q.Conrètement, haque sous-ensemble Qj (1 ≤ j ≤ r) est implanté par un tableau. Les ljorrespondants sont rangés dans un tableau noté ℓ. Par soui d'e�aité, nous ne stokonsdans la �le C que l'indie j du sous-ensemble Qj auquel un sommet appartient (1 ≤ j ≤ r).A�n de retrouver le sommet en question, dj pointe sur le premier sommet non-ouplé de
Qj. De ette façon, le sommet orrespondant à un élément j de la �le, ainsi que sa lé bi,peuvent être obtenus en temps O(1) via dj . Un aperçu des strutures de données utiliséeset de leurs interations est donné �gure 2.2. La proédure omplète est détaillée i-après.Par onision, nous utilisons les routines et notations suivantes : taille(Qj) renvoie la tailledu tableau Qj et candidat(Qj) retourne le premier sommet non ouplé de Qj, 'est-à-dire lesommet d'indie dj dans Qj . Ainsi, la lé d'un élément j de la �le de priorité orrespond à lavaleur de bi pour i = candidat(Qj). Notons que les instrutions relatives à la réupérationde la lé sont onsidérées omme implantées au ÷ur des opérations Insérer, Minimum etExtraire-Min. En�n, les notations ensemblistes C = ∅ et C 6= ∅ sont utilisées pour testersi la �le C est vide ou pas.Algorithme Couplage-Biparti-ConvexeEntrée : une représentation onvexe de B = (X, Y, E) ;Sortie : un ouplageM maximum dans B ;Début ;initialiser ℓ, Q, d,M ;



36 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallessoit C une �le de priorité vide ;
k ← 1, y ← ℓ1, Insérer(C, 1) ;tant que C 6= ∅ faire

u← Extraire-Min(C), x← candidat(Qu) ;si y ≤ bx alorsM←M∪ {(x, y)}, y ← y + 1 ;si du < taille(Qu) alors du ← du + 1, Insérer(C, u) ;si k < r et (C = ∅ ou ℓk+1 = y) alors k← k + 1, y ← ℓk, Insérer(C, k) ;retournerM ;Fin ;Pour onlure, analysons la omplexité de la proédure Couplage-Biparti-Convexe.L'initialisation des di�érentes strutures peut se faire en temps O(n log n), notamment aprèsavoir trié les ai et bi. L'espae requis par les di�érentes strutures n'exède pas O(n). Enpartiulier, la �le de priorité ne ontiendra pas plus de r ≤ n éléments (au plus un parensemble Qj ∈ Q). Ensuite, le nombre de passages dans la boule tant que est lairementlimité à n. En e�et, à haque tour de boule un élément de la �le C est extrait ; d'unautre �té, le nombre d'éléments insérés dans la �le ne dépasse pas n, le ardinal de X.Ainsi, la omplexité en temps de la proédure sera donnée par l'expression O(n log n) + n×
(E(n) + I(n) + O(1)) ave E(n) et I(n) les temps onsommés respetivement par un appelà Extraire-Min et un appel à Insérer (les routines taille(Qj) et candidat(Qj) peuvents'exéuter en temps O(1), de même que tester si la �le est vide ou non).Une �le de priorité peut être implantée simplement à l'aide d'une struture de tas binaire[28, p. 138�148℄. Un tas binaire peut supporter en temps O(log r) n'importe laquelle destrois opérations Insérer, Minimum et Extraire-Min, si la �le de priorité ontient au plus
r éléments. Dans e as, nous aurons E(n) = I(n) = O(log n) et aussit�t, la propositionsuivante.Proposition 2.3 Implanté à l'aide d'un tas binaire, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexedétermine un ouplage maximum dans un graphe biparti onvexe B = (X,Y,E) en temps
O(n log n) et espae O(n), étant donnée en entrée une représentation onvexe de B.Remarque. Si r = O(1), alors le temps d'exéution de la boule tant que est en O(n),puisque E(n) = I(n) = O(1). D'un autre �té, si r = n, alors haque Qj ∈ Q est de tailleun (1 ≤ j ≤ n). Dans e as, la �le ne ontient jamais plus d'un élément à la fois et le tempsd'exéution de la boule tant que reste en O(n).L'implantation d'un tas binaire peut se faire à l'aide d'un tableau (de longueur r sielui-i doit ontenir au plus r éléments). Les primitives d'aès aux éléments du tas (quipeut être vu omme un arbre binaire presque omplet) peuvent alors être réalisées parsimples déalages de bits. Une telle implantation s'avèrera don très e�ae en pratique,en omparaison ave les implantations des proédures de Lipski-Preparata [112℄ et Steiner-Yeomans [147℄ basées sur des strutures de données pour ensembles disjoints représentéespar des arboresenes et manipulées à l'aide de pointeurs (se reporter à [149, p. 23�31℄ou [28, p. 439�450℄ pour plus de détails). De la même manière, on préférera sans doutel'utilisation de ette struture de tas binaire à la struture à deux niveaux de tas préonisée



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 37par Gallo [58℄, qui néessite notamment l'utilisation d'une struture de tas plus omplexesupportant l'opération de fusion en temps O(log n) omme par exemple les tas à gauhe,les tas binomiaux ou enore les tas de Fibonai. Pour plus de détails sur es di�érentesstrutures de tas, le leteur est renvoyé à [149, p. 33�43℄ et [28, p. 392�431℄.Remarque. Une fois implantée, la struture de tas binaire peut aussi servir de base à unalgorithme de tri par tas, utile lors de l'initialisation de la struture de données Q.D'un autre �té, l'implantation de la �le de priorité peut tout aussi bien être réaliséeà l'aide des strutures de Gabow et Tarjan [57℄ (théoriquement plus performantes) et ainsiatteindre le même temps d'exéution que la proédure de Lipski�Preparata [112℄. En e�et, ilest possible d'a�eter une lé entière entre 1 et n à haque bi (1 ≤ i ≤ n) de manière à e quela lé d'un indie bi orresponde à son numéro dans l'ordre b1 ≤ · · · ≤ bn (lorsque plusieurs biont la même valeur, leurs lés peuvent être rangées dans n'importe quel ordre). Après avoirtrié les ai et bi (ette fois-i en O(n+m) à l'aide d'un tri par paquets), nous pouvons établirla orrespondane entre les bi et leur lé en temps O(1) à l'aide de deux tableaux auxiliaires.L'univers des lés de la �le de priorité peut ainsi être ramené à l'ensemble {1, . . . , n} etpermettre l'utilisation de la struture pour ensembles disjoints de Gabow et Tarjan [57℄,qui garantit un temps amorti O(1) par opération Insérer ou Extraire-Min. La omplexitétotale en temps de la proédure sera alors en O(n + m).Proposition 2.4 Implanté à l'aide de la struture pour ensembles disjoints de Gabow etTarjan, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe détermine un ouplage maximum dans ungraphe biparti onvexe B = (X,Y,E) en temps O(n + m) et espae O(n), étant donnée enentrée une représentation onvexe de B.Remarque. Il est aussi possible d'utiliser la struture pour ensembles disjoints de Tarjan[148℄ moins omplexe à mettre en ÷uvre et garantissant un temps amorti O(α(n)) paropération, où α(n) est une fontion relative à l'inverse de la fontion d'Akermann qui roîttrès lentement (f. [149, p. 25�26℄ ou [28, p. 442�445℄ pour plus de détails), ou enore lastruture de Van Emde Boas [156℄ qui assure dans le pire des as un temps O(log log n) paropération.Dans le as où les indies ai et bi sont déjà triés en entrée, l'initialisation des struturesne prend plus qu'un temps O(n) et nous obtenons le résultat suivant.Corollaire 2.3 Implanté à l'aide de la struture pour ensembles disjoints de Gabow et Tar-jan, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe détermine un ouplage maximum dans ungraphe biparti onvexe B = (X,Y,E) en temps et espae O(n), étant donnée en entrée unereprésentation onvexe ordonnée de B.Remarque. L'algorithme de Steiner et Yeomans [147℄ atteint un temps O(n) même lorsquela représentation onvexe n'est pas ordonnée en entrée. Pour ela, ils utilisent un espaeauxiliaire de taille O(n + m) ; et espae peut toutefois être ramené en O(n + m1/c), pourn'importe quel entier positif c, à l'aide d'une tehnique similaire à elle que dérit Frede-rikson [55℄ dans son papier.



38 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesUne nouvelle implantation pour le as doublement onvexeDans leur papier, Lipski et Preparata [112℄ proposent une version de l'heuristique deGlover dédiée au problème du ouplage maximum dans les graphes bipartis doublementonvexes. Un graphe biparti B = (X,Y,E) est dit doublement onvexe lorsqu'il est à la fois
X-onvexe et Y -onvexe. Nous noterons <x (resp. <y) l'ordre témoin de la onvexité sur X(resp. Y ). Les graphes bipartis doublement onvexes se aratérisent aisément à l'aide de lapropriété des uns onséutifs.Lemme 2.4 Un graphe biparti est doublement onvexe si et seulement si sa matrie d'ini-dene sommets-vs-sommets possède la propriété des uns onséutifs à la fois pour les ligneset pour les olonnes.Ces graphes bipartis possèdent don une représentation intéressante lorsque X et Y sontrespetivement ordonnés selon <x et <y, que nous appellerons représentation doublementonvexe (voir la �gure 2.3).

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

x1 1 1 1 1
x2 1 1 1 1 1 1 1
x3 1 1 1 1 1 1
x4 1 1 1 1
x5 1 1 1Fig. 2.3 � La matrie sommets-vs-sommets d'un graphe biparti doublement onvexe.Comme l'avait remarqué Glover [73℄, le problème du ouplage maximum devient plussimple lorsque l'on se restreint aux graphes bipartis doublement onvexes. Rappelons quel'heuristique de Glover balaye les sommets de Y dans l'ordre et ouple à un sommet y ∈ Yle sommet qui a le plus petit indie bi parmi tous les sommets de X adjaents à y et enorenon ouplés. Lorsque eux-i sont rangés dans l'ordre <x, alors le sommet andidat auouplage ave y est soit le premier dans et ordre, soit le dernier. En e�et, en supposantle ontraire ('est-à-dire l'existene d'un autre sommet ayant un indie bi stritement pluspetit), nous obtenons qu'au moins une des olonnes de la matrie sommets-vs-sommets n'apas la propriété des uns onséutifs, e qui ontredit l'hypothèse de double onvexité.S'appuyant sur ette remarque, Lipski et Preparata [112℄ proposent d'implanter l'en-semble C omme une �le à double entrée. Ce type de �le permet l'insertion et la suppressiond'un élément à haque bout de la �le [28, p. 198�199℄. Ils montrent ainsi que l'heuristique deGlover peut s'exéuter en temps O(n + m), à ondition qu'une représentation doublementonvexe du graphe biparti soit fournie en entrée (notamment les ordres <x et <y) et queelui-i soit onnexe. Ils donnent en outre une méthode pour déterminer en temps O(n+m)les omposantes onnexes d'un graphe biparti onvexe puis un algorithme en temps O(n)pour tester si un graphe biparti onvexe et onnexe est doublement onvexe (si tel est le as,leur algorithme renvoie une représentation doublement onvexe), étant donnée en entrée unereprésentation onvexe ordonnée.



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 39La modi�ation de l'heuristique de Glover que nous avons dérite préédemment peutelle aussi être implantée de manière plus e�ae lorsque l'on se restreint au as doublementonvexe. Nous parvenons même à améliorer le résultat de Lipski et Preparata [112℄, en mon-trant que le problème du ouplage maximum pour un graphe biparti doublement onvexeet onnexe peut être résolu en temps et espae O(n), étant donnée en entrée une représen-tation doublement onvexe de e graphe. Avant de donner le détail de ette implantation,nous allons en donner les grandes lignes.Les sommets de Y sont balayés dans l'ordre <y pour être ouplés. Soit y ∈ Y le premiersommet non ouplé dans ette ordre et C l'ensemble des sommets de X adjaents à y etenore non ouplés. Nous savons que le sommet de C andidat au ouplage ave y estsoit le premier, soit le dernier dans l'ordre <x. Admettons que des indies g et d pointentinitialement sur un sommet quelonque de C. A�n de faire pointer l'indie g sur le premiersommet C et l'indie d sur le dernier, il su�t de faire desendre l'indie d dans l'ordre <xet remonter l'indie g dans l'ordre inverse. Si g < d (l'ensemble C ontient au moins deuxsommets), alors le sommet x andidat au ouplage ave y s'obtient en testant quel est, de gou de d, elui qui a le petit indie bi. Le sommet x devant par la suite être supprimé de laliste, l'indie g ou d qui pointe sur x doit être mis à jour (voir la �gure 2.4). Comme dansle as simplement onvexe, les sommets de C \ {x} (ensemble non vide puisque |C| ≥ 2)restent des andidats potentiels pour un ouplage ave le sommet de Y suivant.
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yFig. 2.4 � Le as g < d.Si g = d (l'ensemble C ontient un seul sommet), le sommet x s'obtient immédiatementmais la mise à jour des indies g et d est légèrement plus omplexe. Il nous faut déterminerd'une part le prohain sommet de Y à oupler et d'autre part mettre à jour l'ensemble Cdes andidats (voir la �gure 2.5). Du fait de la onvexité sur X, es derniers se trouventnéessairement parmi les prédéesseurs de x dans l'ordre <x ou bien parmi ses suesseurs.Comme l'exige la modi�ation de l'heuristique de Glover, nous devons hoisir le sommetayant le plus petit indie ai. Le nouveau sommet y ∈ Y à oupler sera alors donné par lavaleur de et indie ai.
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Fig. 2.5 � Le as g = d.L'algorithme omplet est détaillé i-dessous. L'ensemble X, ordonné selon <x, est repré-senté sous la forme d'une liste doublement haînée ave les liens predi et succi assoiés àhaque élément i ∈ X (des sentinelles sont plaées en début et en �n de liste). Chaque foisqu'un andidat x ∈ X au ouplage ave un sommet y ∈ Y est trouvé, elui-i est suppriméde la liste et y est mis à jour (si le ouplage entre x et y est possible), e qui équivautà supprimer une olonne et éventuellement une ligne de la matrie sommets-vs-sommetsorrespondante. Suite à ela, la matrie ne perd pas la propriété de double onvexité, e quiassure la orretion de l'algorithme. Il est à noter que l'algorithme balaye tous les sommetsde X sans exeption (omme l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe). L'algorithme setermine lorsqu'il ne reste plus que les sentinelles dans liste (g = d = 0 ou g = d = n + 1).Algorithme Couplage-Biparti-Doublement-ConvexeEntrée : une représentation doublement onvexe de B = (X, Y, E) ;Sortie : un ouplage maximumM dans B ;Début ;pour haque i ∈ X faire predi ← i− 1, succi ← i + 1 ;
succ0 ← 1, a0 ← 0, predn+1 ← n, an+1 ← 0 ;déterminer un indie i pour lequel ai est minimum (1 ≤ i ≤ n) ;
M← ∅, y ← ai, g ← i, d← i ;tant que g ≥ 1 et d ≤ n fairetant que apredg

= y faire g ← predg ;tant que asuccd
= y faire d← succd ;si g = d alors

x← g ;si apredg
≥ asuccg

alors g ← d← predg ;sinon g ← d← succg ;sinon (si g < d)si bg ≤ bd alors x← g, g ← succg ;sinon x← d, d← predd ;



2.2.1 Du ouplage maximum dans les graphes bipartis onvexes 41si y ≤ bx alorsM←M∪ {(x, y)}, y ← max{y + 1, ag} ;
succpredx

← succx, predsuccx
← predx ;retournerM ;Fin ;Chaque sommet x ∈ X n'étant visité que deux fois et sa suppression de la liste neprenant qu'un temps O(1), nous avons le résultat suivant.Proposition 2.5 L'algorithme Couplage-Biparti-Proprement-Convexe retourne un ou-plage maximum dans un graphe biparti doublement onvexe et onnexe B = (X,Y,E) entemps et espae O(n), étant donnée en entrée une représentation doublement onvexe de B.Remarque. L'algorithme Couplage-Biparti-Proprement-Convexe peut servir de base àun algorithme plus générique permettant de trouver en temps et espae O(n) un ouplagemaximum dans un graphe biparti doublement onvexe B = (X,Y,E), pas néessairementonnexe, mais donné en entrée par une représentation onvexe ordonnée. En e�et, il estpossible de déterminer en temps et espae O(n) les omposantes onnexes de B. Il su�tpour ela de balayer les sommets de X dans l'ordre des ai roissants et de retenir le plusgrand indie bi parmi eux des sommets inspetés : lorsque que le sommet x ∈ X ouranta un indie ax stritement supérieur à e dernier, alors la omposante onnexe ourante setermine et une nouvelle débute. Ensuite, Lipski et Preparata [112℄ donne une proédure pourdéterminer la représentation doublement onvexe d'un graphe biparti onvexe et onnexe(s'il en existe une) en temps et espae O(n), étant donnée en entrée une représentationonvexe ordonnée de e graphe.Pour onlure, attardons-nous quelque peu sur ertains graphes bipartis doublementonvexes que nous serons amenés à renontrer plus tard, en partiulier lors de l'étude duproblème Ordo pour les graphes d'intervalles propres et les graphes d'ars propres. Soit

B = (X,Y,E) un graphe biparti onvexe sur Y . Par analogie aux graphes d'intervalles,nous dirons que B est proprement onvexe si pour toute paire de sommets i, j ∈ X telleque ai ≤ aj, nous avons aussi bi ≤ bj . En d'autres termes, les intervalles [ai, bi] (1 ≤ i ≤ n)forme un ensemble d'intervalles propres sur Y et il existe un ordre linéaire <x sur X tel quesi i <x j ave i, j ∈ X, alors ai ≤ aj et bi ≤ bj . Clairement, et ordre sur <x, qui s'obtientsimplement en triant les paires (ai, bi) par ordre lexiographique roissant, assure la doubleonvexité. En e�et, une fois les sommets de X ordonnés selon <x, il est aisé de véri�er quela matrie sommets-vs-sommets possède la propriété des uns onséutifs pour les lignes etles olonnes. Ainsi, tout graphe biparti proprement onvexe est aussi doublement onvexeet le problème du ouplage maximum dans es graphes peut être résolu de façon e�ae àl'aide de l'algorithme Couplage-Biparti-Doublement-Convexe.Corollaire 2.4 Un ouplage maximum peut être déterminé en temps et espae O(n) dansles graphes bipartis proprement onvexes, étant donnée en entrée une représentation onvexeordonnée du graphe.Toutefois, exhiber un ouplage maximum dans un graphe biparti proprement onvexes'avère être plus faile enore que pour les graphes bipartis doublement onvexes. En e�et,



42 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesl'ordre des ai étant le même que elui des bi, le sommet andidat au ouplage ave un sommet
y ∈ Y est néessairement le premier dans l'ensemble C (ordonné selon <x) des sommetsde X adjaents à y et enore non ouplés. Par onséquent, un ouplage maximum s'obtientsimplement par un balayage linéaire des sommets de X et Y dans l'ordre <x.Remarque. Tester si un graphe biparti onvexe B = (X,Y,E) est proprement onvexe se faiten temps et espae O(n), étant donnée une représentation onvexe ordonnée de B. D'aprèsla dé�nition, il su�t de balayer les sommets de X en véri�ant que pour haque i ∈ X,
ai−1 ≤ ai et bi−1 ≤ bi.2.2.2 De la oloration des graphes d'intervallesLa première étape de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles onsiste à déterminer une olo-ration minimum de l'ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In} ; dans la deuxième étape, 'estune lique maximum qu'il faut extraire de I. Souvent formalisés en d'autres termes queeux de la théorie des graphes, es problèmes ont été étudiés il y a déjà plusieurs dizainesd'années et divers algorithmes ont été proposés pour les résoudre. Les référenes sur le sujet(regroupées pour la plupart dans [80, 81, 75℄) font apparaître deux types d'algorithmes.Nous avons d'un �té les algorithmes de type �géométrique�, qui travaillent sur les pointsinduits par les extrémités des intervalles sur l'axe des réels (voir par exemple [80, 81℄) etde l'autre les algorithmes de type �graphique�, qui travaillent sur le graphe d'intervalleslui-même, généralement représenté par listes d'adjaene (voir par exemple [70, 124℄).Dans ette partie, nous présentons un nouvel algorithme de oloration pour les graphesd'intervalles, qui, tout en se fondant sur des éléments de théorie des graphes, travaille surla représentation I = {I1, . . . , In} du graphe (omme l'algorithme 2-Ordo-Intervalles).Cet algorithme s'exéute en temps et espae O(n) si les ordres <d et <g sont donnés enentrée, et peut être modi�é pour exhiber dans le même temps une lique maximum. À notreonnaissane, seuls Gupta et al. [80℄ ont donné un algorithme d'une telle omplexité (sanstoutefois prouver sa validité). Leur algorithme prend en entrée la liste des extrémités desintervalles triées dans un ertain ordre, qui orrespond en fait à la fusion des deux ordres <det <g. Tous les autres algorithmes de la littérature reposent sur des heuristiques gloutonnesbasées sur le seul ordre <g (ou <d) et s'exéutent en temps O(n log n) ou O(n2), même sil'ordre en question est fourni en entrée. D'ailleurs, nous onjeturons que si un seul des deuxordres <g ou <d est donné en entrée, alors Ω(n log n) est une borne inférieure de omplexitépour e problème.Un nouvel algorithme de olorationTout d'abord, nous montrons que le problème de la oloration d'un graphe d'intervallespeut se réduire à un problème de ouplage maximum dans un graphe biparti. Notons Bi =

(X,Y,E) le graphe biparti tel que X = Y = I et E = {(Ii, Ij) | Ii ∈ X, Ij ∈ Y et Ii ≺ Ij}.Lemme 2.5 Si c(Bi) dénote le ardinal d'un ouplage maximum dans Bi, alors le nombrehromatique χ(I) de l'ensemble I d'intervalles est exatement n− c(Bi).



2.2.2 De la oloration des graphes d'intervalles 43Preuve. La preuve que nous donnons est onstrutive : nous montrons omment onstruireune partition S de I en stables à partir d'un ouplageMi de Bi. Initialement, S est onsti-tué de n stables de taille un, haque stable ontenant un intervalle de I. Ensuite, pourhaque arête (Ii, Ij) ∈ Mi, un nouveau stable Sij est onstruit par union du stable Si ∈ Sontenant l'intervalle Ii et du stable Sj ∈ S ontenant l'intervalle Ij. L'ensemble Mi étantun ouplage, elui-i ne peut ontenir deux arêtes inidentes à un même sommet. Par onsé-quent, l'intervalle Ii ne pourra être ii que l'intervalle le plus à droite de Si et Ij l'intervallele plus à gauhe de Sj (puisque Ii ≺ Ij). De là, nous obtenons que l'ensemble Sij est unstable et nous pouvons réaliser les opérations suivantes sur S de façon à diminuer de un sonardinal : S ← S \ {Si}, S ← S \ {Sj}, S ← S ∪ {Sij}. Après un passage sur toutes lesarêtes deMi, nous aurons don |S| = n− |Mi|. LorsqueMi est maximum, nous obtenons
|S| = n− c(Bi) et aussit�t l'inégalité (i) χ(I) ≤ n− c(Bi).En onstatant que la onstrution préédente est omplètement réversible ('est-à-direqu'en suivant le proédé inverse, nous pouvons onstruire un ouplage Mi de ardinal n −
χ(I) étant donnée une partition minimum de I en stables), nous avons l'inégalité (ii) c(Bi) ≥
n−χ(I). En joignant les inégalités (i) et (ii), nous obtenons �nalement que χ(I)+c(Bi) = n.

⊓⊔Remarque. Il est à noter que le lemme 2.5 peut être généralisé en la proposition suivante,établie en d'autres termes par Hoproft et Karp [89℄ dans le adre du problème de la déom-position d'un ordre partiel en haînes. Une haîne (resp. antihaîne) dans un ordre partielorrespond à une lique (resp. un stable) dans le graphe de omparabilité induit par elui-i.Proposition 2.6 Soit G = (V,A) un graphe dont le omplément est transitivement orien-table et Bg = (X,Y,E) le graphe biparti tel que X = Y = V et E = {(x, y) |x ∈
X, y ∈ Y et xy ∈ ~A}. Si c(Bg) dénote le ardinal d'un ouplage maximum dans Bg, alors
χ(G) = n− c(Bg).Le lemme préédent traite du as partiulier des graphes d'intervalles. Toutefois, lapreuve que nous donnons repose uniquement sur le fait que le omplément du graphe est legraphe d'un ordre partiel, en l'ourrene le graphe de l'ordre ≺ d'intervalles. Nous laisseronsau leteur le soin de véri�er qu'en utilisant un ordre partiel quelonque, la preuve en questionreste orrete.Le lemme suivant dévoile, quant à lui, la struture singulière du graphe biparti Bi.Lemme 2.6 Le graphe biparti Bi est proprement onvexe. De plus, si (ai, bi) dénote l'in-tervalle des sommets de Y adjaents au sommet Ii ∈ X et ordonnés selon <d, alors nousavons bi = n pour tout sommet Ii ∈ X non isolé.Preuve. La propriété se véri�e aisément après avoir ordonné les intervalles de X selon <det les intervalles de Y selon <g. Soit Ii ∈ X un sommet non isolé ('est-à-dire adjaent àau moins un sommet Y ) et Ij ∈ Y le sommet de plus petit indie j tel que (Ii, Ij) ∈ E. Pardé�nition, nous avons que d(Ii) < g(Ij). Nous en déduisons que pour tout sommet Ij′ ∈ Yave j′ ≥ j, (Ii, Ij′) ∈ E. Cette assertion établit la Y -onvexité de Bi, mais aussi que pourtout sommet Ii ∈ X non isolé, bi = n. Puisque les sommets non isolés de X ont tous lamême extrémité bi, le graphe biparti est proprement onvexe. ⊓⊔



44 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesRemarque. De façon symétrique, si (aj , bj) dénote l'intervalle des sommets de X adjaentsau sommet Ij ∈ Y et ordonnés selon <g, alors nous avons aj = 1 pour tout sommet Ij ∈ Ynon isolé.D'après les lemmes 2.5 et 2.6, le problème de la oloration d'un ensemble I d'intervallesse réduit au problème du ouplage maximum dans un graphe biparti proprement onvexe.L'algorithme de oloration est don le suivant : onstruire le graphe biparti proprementonvexe Bi, déterminer un ouplage maximum dans Bi, puis onstruire les stables à partirdu ouplage. Chaque étape peut être e�etuée en temps et espae linéaire, étant donnés enentrée les ordres <d et <g sur I (en utilisant notamment la orollaire 2.4 et la onstrutionde la preuve du lemme 2.5). Par soui d'e�aité, l'algorithme que nous présentons i-aprèsne marque pas es trois étapes. En e�et, il n'est pas néessaire de onstruire expliitementle graphe biparti Bi (omme pour l'algorithme 2-Ordo-Intervalles) et la onstrution desstables peut se faire en même temps que le ouplage. Nous utilisons deux tableaux auxi-liaires {xi}i=1,...,n et {yi}i=1,...,n pour stoker les indies des intervalles de I triés selon <d ou
<g, et un troisième tableau {zi}i=1,...,n pour retenir l'indie k du stable auquel un intervalle
Ii ∈ I appartient.Algorithme Coloration-Intervalles ;Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In}, les ordres <d et <g sur I ;Sortie : une oloration optimale S de I ;Début ;soit x1, . . . , xn les indies des intervalles de I dans l'ordre <d ;soit y1, . . . , yn les indies des intervalles de I dans l'ordre <g ;

S ← ∅, S1 ← · · · ← Sn ← ∅, z1 ← · · · ← zn ← 0, j ← 1, k ← 1 ;pour i de 1 à n fairetant que j ≤ n et d(Ixi
) ≥ g(Iyj

) faire j ← j + 1 ;si j ≤ n alorssi zxi
= 0 alors

k ← k + 1, Sk ← {Ixi
, Iyj
} ;

zxi
← k, zyj

← k ;sinon
k′ ← zxi

; Sk′ ← Sk′ ∪ {Iyj
} ;

zyj
← k′ ;retourner S ← {S1, . . . , Sk} ;Fin ;Proposition 2.7 L'algorithme Coloration-Intervalles retourne en temps et espae O(n)une oloration minimum d'un ensemble I de n intervalles, étant donnés en entrée les ordres

<d et <g sur I.Puisqu'une représentation par intervalles ordonnée (selon <d ou <g) peut être obtenueen temps et espae linéaire à partir d'un graphe d'intervalles ou de son omplément [82℄,nous obtenons les orollaires suivants.Corollaire 2.5 Le problème de la oloration minimum peut être résolu en temps et espaelinéaire pour les graphes d'intervalles.



2.2.2 De la oloration des graphes d'intervalles 45Corollaire 2.6 Le problème de la partition minimum en liques peut être résolu en tempset espae linéaire pour les ompléments de graphes d'intervalles.Corollaire 2.7 Le problème de la déomposition minimum en haînes peut être résolu entemps et espae linéaire pour les ordres d'intervalles.Un algorithme pour la lique maximumDans leur artile, Gupta et al. [81℄ a�rment qu'il est possible de modi�er leur algorithmede oloration pour trouver une lique maximum sans en augmenter la omplexité. Malheu-reusement, ils ne donnent auune indiation sur omment y parvenir. Nous omblons iiette laune en proposant un algorithme permettant d'exhiber simplement une lique maxi-mum de I à partir de la oloration fournie par l'algorithme Coloration-Intervalles.Algorithme Clique-Intervalles ;Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In}, les ordres <d et <g sur I ;Sortie : une lique maximum C de I ;Début ;
S ← Coloration-Intervalles(I, <d, <g) ;soit i∗ l'indie du premier intervalle inséré dans le dernier stable Sχ(G) ∈ S ;
C ← ∅ ;pour i de 1 à n fairesi g(Ii∗) ∈ Ii alors C ← C ∪ {Ii} ;retourner C ;Fin ;Proposition 2.8 L'algorithme Clique-Intervalles retourne en temps et espae O(n) unelique maximum d'un ensemble I de n intervalles, étant donnés en entrée les ordres <d et

<g sur I.Preuve. Soit i∗ l'indie du premier intervalle à avoir été inséré dans le dernier stable Sχ(G) ∈
S. Dans haque stable de S, il existe un et un seul intervalle ontenant g(Ii∗) (deux intervallesd'un même stable ne peuvent ontenir un même point de la droite). Supposons maintenantque dans le stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G)), auun intervalle ne ontienne g(Ii∗) et notons j∗l'indie du premier intervalle à avoir été inséré dans Su. Puisque l'intervalle Ii∗ a été plaédans le dernier stable de S, elui-i a néessairement la plus grande extrémité droite parmitous les intervalles qui ont été insérés en première position dans les di�érents stables de lapartition. Par onséquent, nous avons d(Ij∗) < g(Ii∗). D'autre part, si l'algorithme n'a pasplaé Ii∗ dans Su, 'est néessairement pare que elui-i hevauhe un intervalle Ij ∈ Su.Or, par hypothèse, e dernier doit avoir une extrémité gauhe supérieure à elle de Ii∗ .D'après l'algorithme, 'est don Ii∗ qui aurait dû être hoisi pour intégrer le stable Su etnon l'intervalle Ij, e qui est une ontradition. ⊓⊔Corollaire 2.8 Le problème de la lique maximum peut être résolu en temps et espaelinéaire pour les graphes d'intervalles.



46 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesCorollaire 2.9 Le problème du stable maximum peut être résolu en temps et espae linéairepour les ompléments de graphes d'intervalles.Corollaire 2.10 Le problème de l'antihaîne maximum peut être résolu en temps et espaelinéaire pour les ordres d'intervalles.Bornes inférieures de omplexitéPour onlure, nous disutons des bornes inférieures de omplexité relatives aux pro-blèmes que nous venons d'étudier. Tout d'abord, voii un premier résultat de omplexitépour un problème mettant en jeu un ensemble d'intervalles.Proposition 2.9 (Shamos et Hoey, 1976 � Fredman et Weide, 1978) Il n'existe au-un algorithme déterministe pouvant déider en moins de Ω(n log n) omparaisons si n in-tervalles aux extrémités entières sont deux-à-deux disjoints.Gupta et al. [80, 81℄ donnent dans leurs artiles plusieurs référenes au sujet de erésultat. En remarquant que déterminer si n intervalles d'un ensemble I sont deux-à-deuxdisjoints revient à savoir si ω(I) = χ(I) = 1 ou enore α(I) = κ(I) = n, ils déduisent deette proposition le orollaire suivant.Corollaire 2.11 (Gupta et al., 1979) Soit I un ensemble de n intervalles aux extrémitésentières. Auun algorithme déterministe ne peut aluler en moins de Ω(n log n) omparai-sons une oloration minimum, une lique maximum, une partition minimum en liques, ouenore un stable maximum dans I.En d'autres termes, si auun des deux ordres <g ou <d sur I n'est fourni en entrée, alorsauun algorithme ne peut déterminer une solution à un de es quatre problèmes en un tempsinférieur à Ω(n log n). Les algorithmes Coloration-Intervalles et Clique-Intervalles sontdon optimaux en temps et espae, les ordres <g et <d s'obtenant en temps O(n log n) etespae O(n) par un simple tri des extrémités.Toutefois, nous pensons que l'assertion suivante, plus �ne, doit pouvoir être démontrée :auun algorithme déterministe ne peut aluler en moins de Ω(n log n) omparaisons uneoloration minimum, une lique maximum, ou enore un ouplage maximum d'intervallesdisjoints dans I, étant donné en entrée un seul des deux ordres <g et <d sur I. Voii uneinstane I pour laquelle es trois problèmes sont équivalents et où les deux ordres <g et <dsemblent néessaires à l'obtention une solution optimale. L'ensemble I, de ardinal pair, estsubdivisé en deux sous-ensembles Ig et Id de taille égale, haun ontenant n/2 intervalles.Les intervalles de l'ensemble Ig ont omme extrémité gauhe 1 et les intervalles de l'ensemble
Id ont omme extrémité droite n. Les extrémités droites (resp. gauhes) des intervalles de
Ig (resp. Id) sont arbitrairement omprises entre 1 et n (voir la �gure 2.6).Par dé�nition, les ensembles Ig et Id induisent haun une lique de taille n/2. Laquestion est de déider s'il existe une oloration de I de ardinal n/2. Clairement, elaéquivaut à déider s'il existe une lique de taille stritement supérieure à n/2, ou enore un



2.3 Quelques as polynomiaux 47ouplage d'intervalles disjoints de ardinal n/2. Si les deux ordres <g et <d sont onnus,alors n'importe lequel des trois algorithmes Coloration-Intervalles, Clique-Intervallesou bien 2-Ordo-Intervalles permet de répondre à ette question en temps et espae O(n).Si auun de es deux ordres n'est onnu, alors auun algorithme ne peut répondre à ettequestion en un temps inférieur à Ω(n log n), d'après le orollaire 2.11. Nous onjeturonsalors qu'il en est de même si un seul des deux ordres <g et <d est onnu.
<g<d

Ig Id

Fig. 2.6 � L'instane I = Ig ∪ Id.Remarque. D'un autre �té, le alul d'un stable maximum ou d'une partition minimum enliques ne prend qu'un temps et espae O(n) lorsqu'un seul des deux ordres <g et <d estonnu [28, p. 324�327℄.2.3 Quelques as polynomiauxBaker et Co�man [6℄ ont donné un algorithme en temps et espae O(n + k2 log k) pourrésoudre le problème Ordo pour les forêts. Tout graphe d'intervalles biparti formant uneforêt, nous avons immédiatement le résultat suivant.Proposition 2.10 (Baker et Co�man, 1996) Le problème Ordo peut être résolu en tempset espae O(k2 log k + n) pour les graphes d'intervalles bipartis.Dans ette dernière setion, nous montrons que le problème Ordo peut être traité entemps et espae linéaire pour deux autres sous-lasses que nous avons présentées dans lehapitre introdutif : les graphes d'intervalles propres et les graphes à seuil.2.3.1 Un algorithme linéaire pour les graphes d'intervalles propresDans leur artile, Andrews et al. [3℄ proposent un algorithme plus simple pour détermi-ner un ouplage maximum d'intervalles disjoints lorsque les intervalles sont propres. Leuralgorithme s'exéute en temps O(log n) sur une arhiteture PRAM EREW à O(n/ log n)proesseurs si les extrémités des intervalles sont triées en entrée (se reporter à [28, p. 675�715℄pour une introdution à l'algorithmique parallèle). La version séquentielle de leur algorithmes'exéute en temps et espae O(n) sous les mêmes onditions. Bien que l'algorithme soit plussimple, elui-i fait tout de même appel à une proédure de ouplage externe pour alulerle ardinal du ouplage maximum.



48 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesLorsque les intervalles sont propres, le graphe biparti Bc dé�ni dans l'algorithme 2-Ordo-Intervalles n'est plus seulement onvexe, mais proprement onvexe. En e�et, aprèsavoir ordonné les intervalles de C et de I \ C selon <g, le leteur pourra véri�er que pourtout sommet i ∈ X (1 ≤ i ≤ n − 1), nous avons ai ≤ ai+1 et bi ≤ bi+1. Suite à la pro-position 2.4, l'implantation de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles peut don être largementsimpli�ée dans le as des graphes d'intervalles propres. Dans ette partie, nous dépassonse résultat en présentant un algorithme linéaire de type glouton pour résoudre le problèmeOrdo pour les graphes d'intervalles propres quel que soit k, et non plus uniquement pour
k = 2. Pour failiter l'ériture de l'algorithme, les intervalles et les stables seront ii numé-rotés à partir de zéro.Algorithme Ordo-Intervalles-Propres ;Entrée : un ensemble I = {I0, . . . , In−1} d'intervalles propres ordonné, un entier k ;Sortie : une solution optimale S au problème Ordo pour I ;Début ;aluler ω(I) ;

χ(I, k)← max(ω(I), ⌈n/k⌉) ;
S0 ← · · · ← Sχ(I,k)−1 ← ∅ ;pour i de 0 à n− 1 faire

u← i mod χ(I, k), Su ← Su ∪ {Ii} ;retourner S ← {S1, . . . , Sχ(I,k)} ;Fin ;Proposition 2.11 L'algorithme Ordo-Intervalles-Propres retourne une solution opti-male en temps et espae O(n) au problème Ordo pour un ensemble I de n intervallespropres, ordonné selon <g en entrée.Preuve. La taille ω(I) d'une lique maximum de I peut être obtenue en temps et espae O(n)par l'algorithme Clique-Intervalles détaillé p. 45 (lorsque les intervalles sont propres, lesordres <g et <d se onfondent). Ensuite, le reste de l'algorithme s'exéute en temps et espae
O(n). Pour onlure, nous prouvons que l'ensemble S de stables retourné par l'algorithmeforme une solution optimale pour le problème Ordo.Tout d'abord, nous a�rmons que les stables S0, . . . , Sχ(I,k)−1 ont tous une taille auplus k. D'après l'algorithme, les stables sont de taille égale (à une unité près, si n n'estpas un multiple de k). Ainsi, l'existene d'un stable de taille stritement supérieure à kimpliquerait n > kχ(I, k), e qui est une ontradition. Maintenant, supposons que deuxintervalles Ii, Ij ∈ Su ave i < j se hevauhent (0 ≤ u ≤ χ(I, k)−1). Par l'algorithme, nousavons i = u+αχ(I, k) and j = u+βχ(I, k) ave α < β. Quand les intervalles sont propres,les extrémités gauhes apparaissent dans le même ordre que les extrémités droites. De efait, les intervalles Ii, Ii+1, . . . , Ij−1, Ij ontiennent tous la portion [g(Ij), d(Ii)] de la droite,induisant ainsi une lique de taille j − i + 1 = (β − α)χ(I, k) + 1 > χ(I, k). L'existened'une telle lique implique don une ontradition et l'ensemble S forme bien une partitionde G en stables de taille au plus k. Comme max(ω(I), ⌈n/k⌉) est une borne inférieure pour
χ(I, k), l'ensemble S est en plus de ardinal minimum. ⊓⊔



2.3.2 Un algorithme linéaire pour les graphes à seuil 49Corollaire 2.12 Pour tout graphe G d'intervalles propres, l'égalité
χ(G, k) = max{ω(G), ⌈n/k⌉}est satisfaite quel que soit k.Puisqu'une représentation par intervalles propres ordonnée (selon <g) peut être obtenueen temps et espae linéaire à partir d'un graphe d'intervalles [31℄, nous obtenons le orollairesuivant.Corollaire 2.13 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesgraphes d'intervalles propres.2.3.2 Un algorithme linéaire pour les graphes à seuilComme le montre la �gure 1.17, les graphes à seuil forment une sous-lasse des graphesd'intervalles, des graphes de permutation ou enore des graphes sindés. Alors que le pro-blème est NP-di�ile pour les graphes d'intervalles ou de permutation [14, 100℄, elui-idevient polynomial lorsque l'on se restreint aux graphes sindés [113, 14℄ et a fortiori auxgraphes à seuil.Après avoir rappelé le résultat de Lon [113℄ et Bodlaender et Jansen [14℄ onernant lesgraphes sindés, nous montrons que le problème peut être résolu en temps et espae linéairepour les graphes à seuil, et même plus généralement pour une lasse de graphes que nousappellerons graphes sindés S-onvexes, par analogie aux graphes bipartis onvexes.Exlusion mutuelle par un graphe sindéLon [113℄ et Bodlaender et Jansen [14℄ ont indépendamment montré que le problèmeOrdo peut être résolu en temps et espae polynomial pour les graphes sindés. Nous rappe-lons qu'un graphe sindé est de la forme G = (S,C,E) où S est un stable, C une lique et

E l'ensemble des arêtes reliant les sommets de S à eux de C. Par onision, nous érirons
s = |S| et c = |C|.Alors que Lon [113℄ réduit le problème Ordo à un problème de ouplage maximumdans un graphe biparti, Bodlaender et Jansen [14℄ démontrent que elui-i est équivalent àun problème de �ot maximum. Les deux algorithmes sont tous deux basés sur l'observationsuivante, où ϑ(G) dénote le nombre maximum de sommets de S qui appartiennent à desstables disjoints ontenant haun un sommet de C et de taille au plus k.Lemme 2.7 Soit G = (S,C,E) un graphe sindé et k ≥ 2 un entier. Alors χ(G, k) =

c + ⌈(s − ϑ(G))/k⌉.Preuve. Les sommets de C doivent être plaés dans des stables di�érents, e qui implique
χ(G, k) ≥ c. Après avoir extrait les ϑ(G) sommets qui appartiennent à des stables disjointsontenant haun un sommet de C et de taille au plus k, les sommets de S restants peuventdon être groupés en ⌈(s− ϑ(G))/k⌉ stables de taille au plus k. ⊓⊔



50 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesLon [113℄ montre que la valeur ϑ(G) orrespond au ardinal d'un ouplage maximumdans un ertain graphe biparti, noté Bl. La partition optimale de G en stables de tailleau plus k s'obtient ensuite à partir du ouplage. Le graphe biparti Bl s'obtient de la façonsuivante : supprimons toutes les arêtes de C, remplaçons haque sommet de u ∈ C par
k− 1 sommets u1, . . . , uk−1 et joignons haun de es sommets à tous les sommets de S nononnetés à u. Le nombre de sommets de e graphe est alors s+kc et son nombre d'arêtes del'ordre de O(ksc). Par onséquent, sa onstrution peut s'e�etuer en temps et espae O(ksc)et un ouplage maximum s'obtenir en temps O(ksc

√
s + kc) [89℄. Ensuite, voii ommentobtenir une partition de G en stables de taille au plus k : pour haque sommet u ∈ C,dé�nissons un stable ontenant u et les sommets de S ouplés aux sommets u1, . . . , uk−1,puis déoupons de façon optimale l'ensemble des sommets qui restent dans S. Ce travailne onsommant qu'un temps O(s + kc), la méthode de Lon s'exéute �nalement en temps

O(ksc
√

s + kc) et espae O(ksc), 'est-à-dire en temps O(k1.5n2.5) et espae O(kn2) ave nle nombre total de sommets du graphe.Proposition 2.12 (Lon, 1991) Le problème Ordo peut être résolu en temps O(k1.5n2.5)et espae O(kn2) pour les graphes sindés.Bodlaender et Jansen [14℄ obtiennent le même résultat en alulant un �ot maximum autravers d'un réseau D qu'ils dé�nissent omme suit. Soit a et b les deux sommets représentantrespetivement la soure et le puits. Le sommet a est relié à tous les sommets de C pardes ars sortants et le sommet b à tous les sommets de S par des ars entrants. Pourhaque paire de sommets u ∈ C et v ∈ S, un ar de u vers v est dé�ni si uv /∈ E etomme préédemment, toutes les arêtes de C sont supprimées. Les apaités des ars sont
0 ≤ c(a, u) ≤ min{d(u), k − 1} pour tout u ∈ C (où d(u) dénote le degré sortant de u),
0 ≤ c(u, v) ≤ 1 et 0 ≤ c(v, b) ≤ 1 pour tout u ∈ C et v ∈ S. La onstrution de e graphedemande O(sc) temps et espae. Ensuite, un �ot maximum peut être alulé en utilisant laméthode d'augmentation du �ot de Ford et Fulkerson (f. [149, p. 97�99℄ ou [28, p. 577�589℄pour plus de détails). La valeur d'un �ot maximum est ii égal à ϑ(G) ≤ s et les apaitésdes ars sont entières. Par onséquent, au plus s augmentations de �ot sont néessairesà l'obtention d'un �ot maximum. Chaque augmentation de �ot peut se faire en temps etespae O(sc) le long d'un hemin améliorant obtenu par une reherhe en largeur dans leréseau résiduel (e dernier omportant au plus O(sc) ars). Ainsi, la reherhe d'un �otmaximum prend un temps O(s2c) et un espae O(sc). En�n, nous pouvons déterminer unepartition de G en stables de taille au plus k omme suit : pour haque sommet de u ∈ C,dé�nissons un stable ontenant u et tous les sommets de S reliés à u par un ar saturé parle �ot, puis déoupons de façon optimale l'ensemble des sommets qui restent dans S. Enrésumé, la méthode de Bodlaender et Jansen s'exéute en temps O(s2c) et espae O(sc),'est-à-dire en temps O(n3) et espae O(n2) ave n le nombre total de sommets du graphe.Proposition 2.13 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème Ordo peut être résoluen temps O(n3) et espae O(n2) pour les graphes sindés.Remarque. L'utilisation d'un algorithme générique de �ot maximum ne permet pas iid'améliorer signi�ativement la omplexité asymptotique de la méthode. Pour une revue



2.3.2 Un algorithme linéaire pour les graphes à seuil 51omplète sur l'évolution de la omplexité des algorithmes de �ot maximum, nous invitonsle leteur à onsulter [149, p. 97�112℄ et [137, p. 160�161℄.Du point de vue de la omplexité, l'algorithme de Bodlaender et Jansen sera don préféréà elui de Lon, à moins que k = O(1). À présent, nous montrons qu'abaisser les bornes despropositions 2.12 et 2.13 n'est pas tâhe faile.Proposition 2.14 Le problème Ordo pour les graphes sindés est aussi di�ile que leproblème du ouplage maximum dans un graphe biparti lorsque k ≥ 2.Preuve. D'après la proposition 2.12, le problème Ordo pour les graphes sindés se réduità un problème de ouplage dans un graphe biparti. En fait, l'inverse est aussi vrai. Pourrésoudre un problème de ouplage maximum dans un graphe biparti B = (X,Y,E), nouspouvons dé�nir un graphe sindé G′ = (S,C,E′) où S = X, C = Y et E′ ontient toutesles paires de sommets uv tel que u ∈ X, v ∈ Y et uv /∈ E ainsi que toutes les paires desommets dans C. Nous remarquons alors qu'à toute solution du problème Ordo pour G′(pour n'importe quel k ≥ 2) orrespond un ouplage maximum dans G. ⊓⊔Corollaire 2.14 Le problème Ordo pour les graphes triangulés est aussi di�ile que leproblème du ouplage maximum dans un graphe biparti lorsque k ≥ 2.Remarque. Dahlhaus et Karpinski [36℄ ont montré que le problème Ordo pour les omplé-ments des graphes d'intersetion des hemins dans un arbre, une sous-lasse des omplémentsde graphes triangulés englobant les ompléments de graphes d'intervalles, est aussi di�ileque le problème du ouplage maximum dans les graphes bipartis lorsque k ≥ 2. Nous rappe-lons qu'à e jour, la omplexité du problème Ordo reste inonnue pour les graphes trianguléslorsque k = 3 et pour leurs ompléments même lorsque k est �xé.Le as des graphes sindés S-onvexes ou à seuilPar analogie aux graphes bipartis, nous dirons qu'un graphe sindé G = (S,C,E) est
S-onvexe s'il existe un ordre linéaire sur les sommets de S tel que pour tout sommet i ∈ C,les sommets de S adjaents à i ∈ C apparaissent onséutivement dans ette ordre. Unereprésentation S-onvexe de G est donnée par l'ordre sur les sommets de S et pour haquesommet i ∈ C, deux valeurs ai et bi, respetivement les indies des premier et derniersommets dans l'intervalle (ordonné) des sommets adjaents à i.Proposition 2.15 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae O(n) pour lesgraphes sindés S-onvexes, étant donnée en entrée une représentation S-onvexe du graphe.Preuve. La preuve repose sur le fait que le graphe biparti Bl dé�ni dans la méthode deLon (voir la proposition 2.12) est onvexe sur un erle dans le as des graphes sindés S-onvexes. En e�et, soit G = (S,C,E) un graphe sindé S-onvexe et < l'ordre linéaire sur lessommets de S. Les sommets de S adjaents à un sommet i ∈ C apparaissent onséutivement



52 Chapitre 2. Exlusion mutuelle par un graphe d'intervallesdans l'ordre <. En étendant et ordre < en un ordre irulaire <c (le premier sommet de Sdans l'ordre < devient alors le suesseur du dernier sommet de S dans e même ordre), lessommets de S non adjaents à i apparaissent onséutivement dans l'ordre <c.Une représentation onvexe sur le erle de Bl peut être obtenue à partir de la représen-tation S-onvexe de G par un simple balayage des sommets de C. D'après Liang et Blum[110℄, un ouplage maximum dans le graphe biparti Bl peut être déterminé à l'aide de deuxpasses de l'algorithme de Glover [73℄. En s'appuyant sur ette remarque et en modi�antl'algorithme de Glover de façon à autoriser la séletion de k − 1 arêtes inidentes (et nonplus une seule) pour haque sommet i ∈ C, l'algorithme de Lon peut être simulé en tempset espae O(s + c), sans avoir onstruire expliitement le graphe Bl. En e�et, le nombre desommets séletionnés pour oupler ave des sommets de C reste inférieur à s ≤ n, le nombrede sommets de l'ensemble S. ⊓⊔Comme pour les graphes bipartis, une représentation S-onvexe peut être déterminée entemps et espae linéaire à l'aide d'un algorithme de reonnaissane de la propriété des unsonséutifs [82℄. Par onséquent, nous avons le orollaire suivant.Corollaire 2.15 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesgraphes sindés S-onvexes.Nous onlurons ette setion en abordant le as partiulier des graphes à seuil. Nousrappelons qu'un graphe à seuil G = (S,C,E) est omposé d'une lique C = C1 ∪ · · · ∪ Cret d'un stable S = S1 ∪ · · · ∪ Sr (ave r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) telqu'un sommet de Si est adjaent à un sommet de C ′
i si et seulement si i′ > i pour tout

i, i′ ∈ {1, . . . , r}. Une telle représentation peut être alulée en temps et espae linéaire àpartir de la partition des sommets du graphe selon leur degré (f. [75, p. 223�227℄ pourplus de détails). Les graphes à seuil s'avèrent être des graphes sindés doublement onvexes,'est-à-dire à la fois onvexes sur S et sur C.Lemme 2.8 Tout graphe à seuil G = (S,C,E) est un graphe sindé doublement onvexe.De plus, les sommets de S peuvent être ordonnés tel que pour tout sommet i ∈ C onnetépar au moins une arête à S, nous ayons ai = 1.La preuve du lemme s'obtient sans di�ulté à partir de la dé�nition d'un graphe àseuil. De là, il est tout aussi faile de voir qu'un simple balayage linéaire des sommets de
C = C1 ∪ · · · ∪Cr et S = S1 ∪ · · · ∪ Sr dans l'ordre permet d'obtenir une solution optimaleau problème Ordo.Corollaire 2.16 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesgraphes à seuil.



Chapitre 3Exlusion mutuelle par un graphed'ars ou de toléranesComme nous l'avons mentionné dans le théorème 1.1, le résultat de Bodlaender et Jansen[14℄ onernant la omplexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles implique defait que le problème reste NP-di�ile pour les graphes d'ars et les graphes de toléranesbornées, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre. Dans e hapitre,nous étudions ave plus de détails la omplexité du problème Ordo pour es deux lassesde graphes 1. Tout d'abord, nous montrons que le problème peut être résolu en temps O(n2)pour les graphes d'ars propres ; un algorithme en temps et espae linéaire est aussi fournipour le as partiulier k = 2. Ensuite, nous omplétons le théorème 1.1 de Bodlaenderet Jansen [14℄ en démontrant que le problème 3-Ordo reste NP-di�ile pour les graphesde toléranes bornées dont tout yle de longueur supérieure ou égale à inq possède aumoins deux ordes. Ce résultat implique notamment que le problème reste NP-di�ilepour les graphes de Meyniel et les graphes faiblement triangulés dont le omplément est deomparabilité, même ave k ≥ 3 �xé.3.1 Le as des graphes d'ars propresLe théorème 1.1 semble ondamner tout tentative de reherhe d'un algorithme polyno-mial pour le problème Ordo restreint aux graphes d'ars irulaires (exepté pour k = 3,qui reste un problème ouvert). Nous nous intéressons dans ette setion à une sous-lassenaturelle des graphes d'ars : les graphes d'ars propres. Cette lasse englobe les graphesd'ars unitaires et surtout les graphes d'intervalles propres que nous avons étudiés dans lehapitre préédent. Nous montrons que le problème peut être résolu en temps et espae
O(n2) pour les graphes d'ars propres et même en temps et espae linéaire lorsque k = 2.Nous travaillerons sur une représentation par ars ouverts du graphe d'ars. Nous rap-pelons qu'un ar fermé A = [a, b] (resp. un ar ouvert A =]a, b[) du erle est toujours1Les résultats présentés dans e hapitre apparaissent en partie dans [66℄. À e propos, nous nous devonsde proéder à la reti�ation suivante : ontrairement à e qui est annoné dans [66℄, la omplexité duproblème Ordo pour les graphes d'ars reste une question ouverte lorsque k = 3.53



54 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranesdé�ni dans le sens des aiguilles d'une montre, 'est-à-dire de l'extrémité a vers l'extrémité
b. L'extrémité a est appelée extrémité scm (i.e. dans le sens ontraire des aiguilles d'unemontre), tandis que l'extrémité b est appelée extrémité sm (i.e. dans le sens des aiguillesd'une montre).Un algorithme quadratique pour le as généralL'algorithme que nous proposons repose sur le paradigme de l'éhange bihromatiquede sommets, partiulièrement étudié par De Werra [42℄ dans le ontexte des problèmes deoloration d'arêtes et d'emploi du temps.Lemme 3.1 Soit G un graphe d'ars propres et Su, Sv deux stables disjoints de G. Si lesstables Su et Sv sont de taille di�érente, alors toute omposante onnexe du graphe bipartiinduit par es deux mêmes stables est isomorphe à une haîne.Preuve. G étant un graphe d'ars propres, elui-i ne peut ontenir K1,3 omme sous-grapheinduit. De là, nous pouvons en déduire que toute omposante onnexe du graphe bipartiinduit par Su et Sv forme une haîne ou bien un yle pair (tous les sommets du graphebiparti sont de degré au plus deux). Maintenant, onsidérons un yle pair C dans unereprésentation par ars propres de e graphe biparti. Clairement, les ars orrespondantaux sommets du yle C doivent ouvrir la totalité du erle autour duquel est dé�nie lareprésentation (voir la �gure 3.1).

Fig. 3.1 � Une représentation du yle pair C6 par ars propres.Les stables Su et Sv étant de taille di�érente, admettons sans perte de généralité que
|Su| > |Sv| > 1. Clairement, il existe un sommet de Su n'appartenant pas au yle C. Or,l'ar orrespondant à e sommet est néessairement interalé entre deux ars du stable Suqui appartiennent au yle C. Par onséquent, elui-i est entièrement reouvert par un arde Sv, e qui ontredit le fait que les ars sont propres. Ainsi, toute omposante onnexe dugraphe biparti ne peut être isomorphe qu'à une haîne. ⊓⊔Lemme 3.2 Soit G un graphe d'ars propres et k un entier positif quelonque. Il existe uneoloration minimum du graphe G tel qu'une des deux onditions suivantes soit satisfaite :



3.1 Le as des graphes d'ars propres 55(a) haque ouleur apparaît au plus k fois ;(b) haque ouleur apparaît au moins k fois.Preuve. Soit S = {S1, . . . , Sχ(G)} une oloration minimum du graphe G. Si ette olorationne satisfait pas la ondition (a), ni la ondition (b), alors nous montrons que l'algorithmeprésenté i-dessous nous ramène à une de es deux onditions. Nous utilisons dans et al-gorithme la proédure Composantes-Connexes qui prend en entrée deux stables disjoints
Su, Sv du graphe G et renvoie en sortie l'ensemble B des omposantes onnexes du graphebiparti induit par Su et Sv. Pour haque omposante onnexe Br ∈ B, nous pouvons aéderà l'ensemble Bu

r (resp. Bv
r ) des sommets de Br qui appartiennent à Su (resp. Sv).Algorithme Raffiner-Coloration ;Entrée : une oloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(G)} de G, un entier k ;Sortie : une oloration S satisfaisant une des deux onditions (a) ou (b) ;Début ;tant qu'il existe deux stables disjoints Su, Sv ∈ S ave |Su| > k et |Sv| < k faire

B ← Composantes-Connexes(Su, Sv) ;tant que |Su| > k et |Sv| < k fairehoisir une omposante onnexe Br ∈ B tel que |Bu
r | = |Bv

r |+ 1 ;éhanger les sommets de Su et Sv orrespondant respetivement à Bu
r et Bv

r ;retourner S ;Fin ;Prouvons la orretion de et algorithme. Tout d'abord, nous a�rmons qu'après avoirdéterminé les omposantes onnexes du graphe biparti induit par les stables Su et Sv, ilexiste e�etivement une omposante Br ∈ B tel que |Bu
r | = |Bv

r |+1, et e tant que |Su| > ket |Sv| < k. D'après le lemme préédent, haque omposante onnexe Br doit satisfaire à unedes trois onditions suivantes : (i) Br est une haîne impaire et |Bu
r | = |Bv

r |, (ii) Br est unehaîne paire et |Bu
r |+1 = |Bv

r |, (iii) Br est une haîne paire et |Bu
r | = |Bv

r |+1. Les inégalités
|Su| > k et |Sv| < k imposant que |Su| ≥ |Sv|+ 2, au moins deux omposantes onnexes dugraphe biparti doivent respeter la ondition (iii), e qui justi�e notre a�rmation. En�n, àhaque passage dans la première boule tant que, un stable de S voit sa taille �xée à k.Ainsi, après au plus χ(G) tours de boule, l'algorithme retournera une oloration satisfaisantune des deux onditions du lemme. ⊓⊔A présent, nous pouvons dérire l'algorithme omplet de résolution du problème Ordopour les graphes d'ars propres. Pour failiter l'ériture de l'algorithme, les ars ainsi queles stables sont numérotés à partir de zéro.Algorithme Ordo-Ars-Propres ;Entrée : un ensemble A = {A0, . . . , An−1} d'ars propres ordonné, un entier k ;Sortie : une solution optimale S∗ au problème Ordo pour A ;Début ;aluler une oloration minimum S = {S0, . . . , Sχ(A)−1} de A ;

S ← Raffiner-Coloration(S, k), S∗ ← ∅ ;



56 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranessi tous les stables de S sont de taille au plus k alors S∗ ← S ;sinonsi n n'est pas un multiple de k alorsextraire de n'importe quel stable de S un stable S′ de taille n mod k ;ajouter S′ à S∗ et supprimer de A les ars de S′ (n← n− n mod k) ;numéroter les ars qui restent dans A de 0 à n− 1 dans l'ordre irulaire ;
S0 ← · · · ← Sn/k−1 ← ∅ ;pour i de 0 à n− 1 faire

u← i mod n/k, Su ← Su ∪ {Ai} ;
S∗ ← S∗ ∪ {S0, . . . , Sn/k−1} ;retourner S∗ ;Fin ;D'après le lemme 3.2, deux as se présentent une fois la oloration S ra�née : soit (a)tous les stables ont une taille inférieure à k ('est-à-dire χ(A) ≥ ⌈n/k⌉), soit (b) tous lesstables ont une taille supérieure à k et au moins un a une taille stritement supérieure à

k ('est-à-dire χ(A) < ⌈n/k⌉). Dans le as (a), la oloration S est une solution triviale auproblème Ordo. Analysons maintenant le omportement de l'algorithme dans le as (b).Tout d'abord, notons qu'extraire un stable S′ de taille n mod k < k de n'importe quelstable de S est possible puisque tous ont une taille supérieure à k. De même, il est failede véri�er que les stables S0, . . . , Sn/k−1 ont tous une taille au plus k à l'issue de leuronstrution. Supposons maintenant que deux ars Ai, Aj ∈ A ave i < j se hevauhentdans un stable Su (0 ≤ u ≤ n/k−1). Quand les ars sont propres, l'ordre des extrémités smest le même que elui des extrémités scm. De e fait, les ars Ai, Ai+1, . . . , Aj−1, Aj inluenttous la portion du erle [scm(Aj), sm(Ai)] et induisent ainsi une lique de taille stritementsupérieure à ⌈n/k⌉ > χ(A), e qui est une ontradition. Par onséquent, l'ensemble S∗forme e�etivement une partition de A en stables de taille au plus k. Cette partition étantde ardinal ⌈n/k⌉, une borne inférieure pour χ(A, k), elle est en plus optimale.À présent, voyons la omplexité de l'algorithme. Une oloration minimum de A peutêtre alulée en temps O(n1.5) [141℄, lorsque les ars sont ordonnés. La omplexité du restede l'algorithme est dominée par elle de l'algorithme Raffiner-Coloration. Nous avons vulors de la preuve du lemme 3.2 que et algorithme s'arrêtait après χ(A) tours de boule dansle pire des as. Les omposantes onnexes du graphe biparti induit par Su et Sv peuventêtre déterminées en temps et espae O(|Su| + |Sv|) par un balayage des ars de Su ∪ Svdans l'ordre irulaire (l'ordre sur Su ∪ Sv est obtenu par simple fusion des ordres sur Suet Sv). Corretement implanté, l'éhange de sommets entre omposantes peut aussi se faireen temps et espae O(|Su|+ |Sv|). En résumé, l'algorithme Raffiner-Coloration s'exéutedans le pire des as en temps O(χ(A)n) et espae O(n).Théorème 3.1 L'algorithme Ordo-Ars-Propres retourne en temps O(n2) et espae O(n)une solution optimale au problème Ordo pour un ensemble A de n ars propres, ordonnéen entrée.Puisqu'une représentation par ars propres ordonnée peut être obtenue en temps etespae linéaire [39℄, nous obtenons le orollaire suivant.



3.1 Le as des graphes d'ars propres 57Corollaire 3.1 Le problème Ordo peut être résolu en temps O(n2) et espae O(n) pour lesgraphes d'ars propres.En aord ave la disussion préédente, nous obtenons aussi le orollaire suivant.Corollaire 3.2 Pour tout graphe G d'ars propres, l'égalité χ(G, k) = max{χ(G), ⌈n/k⌉}est satisfaite quel que soit k.Un algorithme linéaire pour k = 2Pour lore ette setion, nous proposons un algorithme linéaire pour résoudre le problèmeOrdo pour les graphes d'ars propres lorsque k = 2. Comme dans le as général, noustravaillerons sur une représentation A = {A1, . . . , An} par ars propres ordonnée. Mais toutd'abord, voii les grandes lignes de l'algorithme.Après avoir alulé une lique maximum C dans A, deux as seront onsidérés. Si ettelique maximum n'est pas trop grande, soit ω(A) ≤ ⌊n/2⌋, alors un ouplage maximumd'ars disjoints dans A sera déterminé de façon gloutonne, omme nous l'avons fait dansla seonde partie de l'algorithme Ordo-Ars-Propres. Dans le as ontraire, 'est-à-dire
ω(A) > ⌊n/2⌋, les ars de la lique C seront divisés en deux atégories : les α-ars et les
β-ars. Notons ci l'ar de plus petite extrémité scm dans C, puis cj l'ar de plus grandeextrémité scm dans C qui ontient sm(ci) (voir la �gure 3.2).

β-arsα-ars
β1

β2β1

β2

cj

ci

0Fig. 3.2 � Les α-ars et les β-ars d'une lique.Il peut alors exister dans C des ars ontenant suessivement dans le sens des aiguillesd'une montre l'extrémité sm(cj) puis l'extrémité scm(ci), omme nous le montrons sur la�gure 3.2. Ces ars seront appelés β-ars, et par opposition, tous les autres ars de C se-ront baptisés α-ars (y ompris eux qui ne ontiennent ni l'extrémité sm(ci) ni l'extrémité
sm(cj)). Il est à noter que la dé�nition des α-ars et des β-ars dans C variera selon lareprésentation du graphe. Cα et Cβ dénoteront respetivement les ensembles des α-ars et
β-ars de la lique C (nous avons |C| = |Cα| + |Cβ|). De même, m(Cα) (resp. m(Cβ)) dé-notera l'ensemble des ars de A \ C andidats au ouplage ave les ars de Cα (resp. Cβ),'est-à-dire ne hevauhant pas au moins un ar de Cα (resp. Cβ). Dans le as ω(A) > ⌊n/2⌋,un ouplage maximum s'obtiendra en réalisant un ouplage maximum d'ars disjoints entre
Cα et m(Cα) puis entre Cβ et m(Cβ), sa validité tenant au fait qu'auun ar de m(Cα)



58 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranesne peut être ouplé ave un ar de Cβ et vie versa. Par la suite, nous verrons ommentdéterminer e�aement es deux ouplages.Algorithme 2-Ordo-Ars-Propres ;Entrée : un ensemble A = {A1, . . . , An} d'ars propres ordonné ;Sortie : une solution optimaleM au problème 2-Ordo pour A ;Début ;aluler une lique maximum C de A ;
M← ∅ ;si ω(A) ≤ ⌊n/2⌋ alorspour i de 1 à ⌊n/2⌋ faireM←M∪ {(Ai, A⌈n/2⌉+i)} ;si n est impair alors ajouter àM l'ar A⌈n/2⌉ qui reste non ouplé ;sinonsoit C = Cα ∪ Cβ ;aluler un ouplage maximumMα entre les ars de Cα et de m(Cα) ;aluler un ouplage maximumMβ entre les ars de Cβ et de m(Cβ) ;
M←Mα ∪Mβ ;retournerM ;Fin ;A présent, nous établissons la validité de l'algorithme. Tout d'abord, plaçons-nous dansle as où ω(A) ≤ ⌊n/2⌋ et rappelons que les ars de A sont ordonnés. Supposons quel'ensemble M exhibé ne soit pas valide, 'est-à-dire que deux ars Ai et A⌈n/2⌉+i (1 ≤ i ≤

⌊n/2⌋) se hevauhent. Dans une représentation par ars propres, deux ars ne peuventpas se hevauher de part et d'autre du erle (f. [75, p. 191�192℄). Ainsi, nous avonssoit sm(Ai) ∈ A⌈n/2⌉+i, ou bien scm(Ai) ∈ A⌈n/2⌉+i. Quand les ars sont propres, l'ordredes extrémités scm autour du erle est le même que elui des extrémités sm. Dans lepremier as, ela implique le hevauhement de tous les ars entre Ai et A⌈n/2⌉+i dansl'ordre irulaire et dans le seond, le hevauhement de tous les ars entre A⌈n/2⌉+i et Aidans e même ordre. Dans un as omme dans l'autre, l'existene d'une lique de taille
⌊n/2⌋ + 1 est avérée, e qui ontredit notre hypothèse première. Comme ⌈n/2⌉ est uneborne inférieure pour χ(A, 2), l'ensembleM est non seulement valide mais aussi de ardinalminimum.Plaçons-nous maintenant dans le as où ω(A) > ⌊n/2⌋. Nous admettrons que les deuxensembles Cα = {α1, . . . , αu} et Cβ = {β1, . . . , βv} sont ordonnés de la façon suivante :le premier ar de l'ensemble ontient les extrémités scm de tous les autres ars et les arssuivants sont rangés dans l'ordre irulaire dans le sens des aiguilles d'une montre. Claire-ment, si l'ensemble Cβ est vide, alors une solution optimale au problème 2-Ordo s'obtientpar un ouplage maximum d'ars disjoints entre Cα et m(Cα) (dans e as, Cα = C et
m(Cα) = A \ C). D'un autre �té, nous montrons que si Cβ n'est pas vide, alors auun arde m(Cβ) ne peut être ouplé ave Cα et vie versa.Lemme 3.3 Si l'ensemble Cβ n'est pas vide, alors tout ar de m(Cβ) (resp. m(Cα)) induitune lique ave les ars de Cα (resp. Cβ). De plus, nous avons |Cα| ≥ |m(Cα)| et |Cβ | ≥
|m(Cβ)|.



3.1 Le as des graphes d'ars propres 59Preuve. Tout d'abord, montrons que l'ensemble Cα ∪m(Cβ) induit une lique. Cela impli-quera immédiatement que haque ar de m(Cβ) induit une lique ave Cα. Par dé�nitionde Cβ, tout ar de m(Cβ) doit être inlus dans la portion ]scm(α1), sm(αu)[ du erle.Comme les ars sont propres, tout ar de m(Cβ) doit ontenir la portion [scm(αu), sm(α1)]du erle et Cα∪m(Cβ) induit bien une lique. Nous obtenons aussit�t que |Cβ | ≥ |m(Cβ)|,puisque le ontraire implique maintenant l'existene d'une lique de taille |Cα|+ |m(Cβ)| >
|Cα|+ |Cβ| = ω(A).Ensuite, démontrons que tout ar de m(Cα) induit une lique ave les ars de Cβ. Unar de m(Cα) ne peut pas être inlus dans la portion ]sm(αu), scm(α1)[ du erle (sinonelui-i serait stritement ontenu par un ar de Cβ). D'après la disussion préédente, il nepeut pas non plus avoir ses deux extrémités dans la portion [scm(α1), sm(αu)] du erle.Par onséquent, tout ar m ∈ m(Cα) doit satisfaire à une des deux onditions suivantes : (i)
scm(m) ∈ [scm(α1), sm(αu)] et m ⊇ [scm(β1), sm(αu)], (ii) sm(m) ∈ [scm(α1), sm(αu)] et
m ⊇ [scm(α1), sm(βv)]. Dans le as (i), l'ar m ontient toutes les extrémités sm des arsde Cβ, alors que dans le as (ii), elui-i ontient toutes les extrémités scm des ars de Cβ.Dans les deux as, l'ar m hevauhe don tous les ars de Cβ.Pour onlure, nous montrons que |Cα| ≥ |m(Cα)|. Soit i le plus petit indie d'un arde Cα ontenant scm(β1) et j le plus grand indie d'un ar de Cα ontenant sm(βv). Siplus de i − 1 ars de m(Cα) satisfont la ondition (i), alors eux-i induisent une lique detaille stritement supérieure à ω(A) ave les ars {αi, . . . , αu} ∪ {β1}. De même, si plus de
u − j ars de m(Cα) satisfont la ondition (ii), alors eux-i induisent une lique de taillestritement supérieure à ω(A) ave les ars {α1, . . . , αj} ∪ {βv}. Par onséquent, il ne peutpas exister plus de u − j + i − 1 < u ars dans m(Cα) (par dé�nition, nous avons que
i ≤ j − 1). ⊓⊔D'après e dernier lemme, un ouplage maximum d'ars disjoints dans A est bien l'uniondes deux ouplagesMα etMβ. Toutefois, une assertion plus forte enore peut être obtenue.Lemme 3.4 |Mα| = |m(Cα)| et |Mβ | = |m(Cβ)| (si l'ensemble Cβ n'est pas vide).Preuve. Nous établirons seulement l'égalité |Mα| = |m(Cα)|, la preuve de l'inégalité |Mβ| =
|m(Cβ)| étant omplètement symétrique. Pour ela, supposons que |Mα| < |m(Cα)| etnotons m∗ un des ars de m(Cα) qui reste non ouplé à l'issue de l'algorithme.Tout d'abord, nous a�rmons qu'il existe au moins un ar αj ∈ Cα tel que scm(m∗) ∈ αj.Pour ela, onsidérons qu'un tel ar n'existe pas et notons i le plus grand indie d'un ar de
Cα non ouplé (il en existe au moins un puisque m∗ n'est pas ouplé et que |m(Cα)| ≤ |Cα|).Puisque scm(m∗) /∈ αi, nous devons avoir sm(m∗) ∈ αi (sinon m∗ serait ouplé à αi parl'algorithme). Maintenant onsidérons l'ensemble d'ars M ⊆ m(Cα) ouplés ave les ars
αj ∈ Cα tel que j > i. Puisque l'algorithme ne les a pas ouplés à αi, nous devons avoir
sm(m) ∈ αi pour tout ar m ∈ M . Comme les ars sont propres, nous obtenons quel'ensemble d'ars {α1, . . . , αi} ∪ {m∗} ∪M induit une lique de taille |Cα| + 1, e qui estune ontradition, et l'a�rmation est démontrée. Nous noterons j∗ le plus petit indie d'unar de Cα tel que scm(m∗) ∈ αj∗. Clairement, nous avons que 1 < j ≤ u (si j∗ = 1, nousobtenons immédiatement une lique de taille |Cα|+ 1).Ensuite, nous a�rmons qu'il existe au moins un ar αi ∈ Cα ave i < j∗ qui n'a pas étéouplé. La preuve repose sur le fait suivant : tout ar ouplé à un ar αj ∈ Cα ave j < j∗



60 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranesvoit son extrémité scm ontenue par αj∗ . Supposons le ontraire : il existe un ar m oupléà αj dont l'extrémité n'est pas ontenue par αj∗. Par dé�nition de j∗, l'ar m∗ ne ontientpas l'extrémité scm de αj et omme les ars sont propres, m∗ ne ontient pas non plusson extrémité sm (le ontraire impliquerait en e�et m ⊂ m∗). Par onséquent, l'algorithmeaurait dû oupler m∗, et non pas m, à αj puisque m∗ préède m dans l'ordre irulaire, equi est une ontradition. Le fait étant justi�é, nous pouvons maintenant démontrer notrea�rmation première. Supposons que tous les ars de Cα et d'indie j < j∗ soient ouplés etnotons M l'ensemble des ars de m(Cα) auxquels eux-i sont ouplés. En s'appuyant surle fait préédent, nous obtenons que l'ensemble M ∪ {m∗} ∪ {αj∗ , . . . , αu} induit une liquede taille |Cα|+ 1, e qui est une ontradition.À présent, nous sommes en mesure d'établir la preuve du lemme. En aord ave ladisussion préédente, notons M l'ensemble des ars de m(Cα) ouplés aux ars αj ∈ Cαtel que i∗ < j < j∗. Rappelons alors que scm(m∗) ∈ αj∗ mais que scm(m∗) /∈ αi∗ , et que
sm(m∗) ∈ αi∗ mais que sm(m∗) /∈ αj∗ . Puisque αi∗ n'a pas été ouplé, tout ar m ∈M doitsatisfaire sm(m) ∈ αi∗ (en e�et, les ars sont propres et scm(m) /∈ αi∗). De la même manièreque dans le paragraphe préédent, nous pouvons aussi prouver que tout ar m ∈M doit aussisatisfaire à scm(m) ∈ αj∗ (les ars étant propres, le ontraire impliquerait une ontraditionave l'algorithme). Par onséquent, nous obtenons que l'ensemble {α1, . . . , αi∗}∪M∪{m∗}∪
{αj∗ , . . . , αu} induit une lique de taille |Cα|+ 1, e qui est une ontradition, et le lemmeest démontré. ⊓⊔La orretion de l'algorithme étant établie, nous analysons en�n sa omplexité. Le aluld'une lique maximum ne prend qu'un temps et espae O(n) lorsque les ars sont propreset ordonnés en entrée [10, 117℄. Ensuite, la détermination deM, qui ne prend qu'un tempslinéaire dans le as où ω(A) ≤ ⌊n/2⌋, semble plus ompliquée dans le as ω(A) > ⌊n/2⌋.Le lemme suivant nous montre qu'en dépit des apparenes, les ouplages Mα et Mβ sontfailes à obtenir. Soit Bα = (X,Y,E) le graphe biparti ave X = Cα, Y = m(Cα) et
E = {(αj , Ai) |αj ∈ Cα, Ai ∈ m(Cα) et αj ∩ Ai = ∅}. Le graphe biparti Bβ se dé�nit de lamême façon ave les ensembles Cβ et m(Cβ).Lemme 3.5 Les graphes bipartis Bα et Bβ sont proprement onvexes.Preuve. Nous démontrerons seulement l'assertion pour le graphe biparti Bα, la preuve étantsymétrique pour Bβ.Les ars de Cα ont été ordonnés a�n que leurs extrémités apparaissent dans le sensdes aiguilles d'une montre dans l'ordre irulaire. Faisons de même pour l'ensemble m(Cα).Considérons maintenant le voisinage d'un sommet de X orrespondant à l'ar αj ∈ Cα(1 ≤ j ≤ u). Notons aj le plus petit indie d'un ar m ∈ m(Cα) tel que scm(m) /∈ αjet bj le plus grand indie d'un ar m ∈ m(Cα) tel que sm(m) /∈ αj . Nous observonsalors que l'intervalle [aj , . . . , |m(Cα)|]∩ [1, . . . , bj ] orrespond aux indies des ars de m(Cα)qui peuvent être ouplés à αj. Si i ≤ j, alors et intervalle n'est pas vide et orrespondexatement à [aj , . . . , bj ]. Pour onlure, prenons un ar αj′ ∈ Cα tel que j′ > j. Les arsétant propres, nous avons que aj ≤ aj′ et bj ≤ bj′. Par onséquent, Bα est proprementonvexe. ⊓⊔D'après le orollaire 2.4, un ouplage maximumMα (resp.Mβ) peut don être déterminépar un simple balayage des ars de Cα et m(Cα), eux-i étant orretement ordonnés.



3.2 Le as des graphes de toléranes bornées 61Théorème 3.2 L'algorithme 2-Ordo-Ars-Propres retourne en temps et espae O(n) unesolution optimale au problème 2-Ordo pour un ensemble A d'ars propres, ordonné en en-trée.Puisqu'une représentation par ars propres ordonnée peut être obtenue en temps etespae linéaire [39℄ à partir d'un graphe d'ars propres, nous obtenons les deux orollairessuivants.Corollaire 3.3 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesgraphes d'ars propres lorsque k = 2.Corollaire 3.4 Le problème du ouplage maximum peut être résolu en temps et espae O(n)pour les ompléments de graphes d'ars propres, étant donnée en entrée une représentationpar ars propres ordonnée du graphe.En aord ave la disussion préédente (et en partiulier grâe au lemme 3.4), nousobtenons aussi deux orollaires assez inattendus.Corollaire 3.5 Soit G un graphe d'ars propres. Si ω(G) ≥ ⌈n/2⌉, alors l'égalité ω(G) =

χ(G) est satisfaite.Corollaire 3.6 Pour tout graphe G d'ars propres, l'égalité χ(G, 2) = max{ω(G), ⌈n/2⌉}est satisfaite.Lorsque G est un graphe d'ars propres parfaits, le orollaire 3.2 devient χ(G, k) =

max{ω(G), ⌈n/2⌉} quel que soit k. Aussi nous pensons pouvoir étendre e type d'approhepour résoudre en temps et espae linéaire le problème Ordo restreint aux graphes d'arspropres parfaits.3.2 Le as des graphes de toléranes bornéesBodlaender et Jansen [14℄ établissent la di�ulté du problème Ordo pour les graphesd'intervalles en e�etuant une rédution depuis le problème Couplage Numérique 3-D[60℄. Ce type de rédution avait déjà été utilisé par Jansen [98℄ pour établir la di�ultéd'un problème d'ordonnanement restreint aux ordres d'intervalles. À notre tour, nous nousinspirons de ette tehnique de preuve pour montrer que le problème 3-Ordo estNP-di�ilepour une lasse de graphes très prohe de elle des graphes d'intervalles.Théorème 3.3 Lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois, le problème Ordoreste NP-di�ile pour les graphes de toléranes bornées, même si le plus grand stable dansle graphe est de taille k + 1 et que tout yle de longueur supérieure ou égale à inq possèdedeux ordes.



62 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranesPreuve. Une instane du problème Couplage Numérique 3-D est donnée par trois ensemblesdisjoints W = {w1, . . . , wm}, X = {x1, . . . , xm} et Y = {y1, . . . , ym} ontenant haun méléments, la taille s(a) ∈ N pour haque élément a ∈ W ∪ X ∪ Y , et une borne Z telque ∑a∈W∪X∪Y s(a) = mZ. La question est alors de déider si W ∪ X ∪ Y admet unepartition en m ensembles disjoints {Ai}i=1,...,m tel que haun de es ensembles ontienneexatement un élément provenant de haque ensemble W , X et Y et que ∑a∈Ai
s(a) = Zpour 1 ≤ i ≤ m. Le problème reste NP-omplet si 0 < s(a) < Z/2 pour tout a ∈W ∪X∪Yet 1 < m < Z. Cei peut être prouvé en transformant le problème original en un autreproblème où l'assertion est véri�ée, en ajoutant la valeur Z + m à haque a ∈ W ∪X ∪ Ypuis en posant Z ′ = Z + 3(Z + m).À partir d'une instane de e problème de ouplage numérique, nous onstruisons ungraphe orrespondant à une instane du problème 3-Ordo. Ce graphe est représenté par unensemble d'intervalles, munis haun d'une tolérane. Tous les intervalles sont ouverts etleurs extrémités sont entières ; de même, toutes les toléranes sont bornées et entières. Legraphe sous-jaent est don un graphe de toléranes bornées ; il nous restera à démontrerque tout yle de longueur supérieure ou égale à inq dans elui-i possède toujours deuxordes. Voii l'ensemble d'intervalles en question :1. pour 1 ≤ i ≤ m, soit m intervalles ai,l =]0, i + 1[ de tolérane t(ai,l) = 0 ;2. pour tout ouple wi ∈W , xj ∈ X, soit un intervalle bi,j =]i + 1, wi + xj + jZ + 1[ detolérane t(bi,j) = 0 ;3. pour tout ouple xj ∈ X, yk ∈ Y , soit un intervalle cj,k =](j + 1)Z − yk + 1, (m +

3)Z + k + 1[ ave la tolérane t(cj,k) = 2k + 1 ;4. pour 1 ≤ k ≤ m, soit (m−1) intervalles dk,l =](m+3)Z−k, (m+5)Z +1[ de tolérane
t(dk,l) = 2k + 1 ;5. pour 1 ≤ j ≤ m, soit (m − 1) intervalles hj,l =]0, jZ + 1[ et (m − 1) intervalles
gj,l =](j + 1)Z, (m + 3)Z + 1[ de tolérane t(gj,l) = t(hj,l) = 0.Un exemple de onstrution est donné sur la �gure 3.3 ave w1 = 1, w2 = 2, x1 = 1,

x2 = 1, y1 = 2, y2 = 3 et Z = 5, m = 2.
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Fig. 3.3 � Un exemple de onstrution.Nous noterons A,B,C,D,G,H les ensembles ontenant respetivement tous les inter-valles dénotés par la même lettre. Certains de es ensembles forment une lique, indépendam-



3.2 Le as des graphes de toléranes bornées 63ment de l'instane onsidérée. Par onstrution, nous avons les ensembles A ∪ H, B ∪ H,
C ∪ G, D ∪ G. En e�et, les intervalles des ensembles A,B,G,H ne tolérant auune in-tersetion, il su�t de véri�er que les ensembles C et D induisent haun une lique. Lesintervalles de C (resp. D) reouvrent tous la portion de droite [(m+1)Z +1, (m+3)Z +1)](resp. [(m + 3)Z, (m + 5)Z]). La longueur de ette portion étant supérieure au maximumde leurs toléranes (2Z > 2m + 1), les intervalles de C (resp. D) induisent e�etivementune lique. Il est à noter que n'importe quel stable est de taille au plus quatre dans egraphe. Ensuite, le ardinal des di�érents ensembles est donné par |A| = |B| = |C| = m2,
|D| = |G| = |H| = m(m − 1). Cela fait au total 6m2 − 3m intervalles. Ainsi, le problèmeonsiste à déterminer une partition du graphe de toléranes en 2m2−m stables de taille auplus trois, e qui revient à déterminer une solution optimale au problème 3-Ordo pour emême graphe. En fait, haque stable de la partition devra être exatement de taille trois.Considérons un stable U de taille trois ontenant un intervalle h ∈ H. La seule possibilitépour ompléter e stable U est de hoisir un intervalle c ∈ C et un intervalle d ∈ D. Demême, pour un stable U ontenant g ∈ G, nous ne pourrons prendre qu'un intervalle b ∈ Bet un intervalle a ∈ A. Après suppression de es intervalles, il ne restera don plus que méléments dans A, B et C. À présent, nous allons étudier plus en détail la omposition desstables appartenant à une solution optimale. Pour ela, nous nous intéressons aux ouplagesdisjoints entre les intervalles provenant des ensembles suivants : A et B, B ∪H et C ∪G, Cet D.Cas (a) : les ensembles A et B. Ces deux ensembles ontiennent haun m2 intervalles.D'après la disussion préédente, haque intervalle de A doit être ouplé à un intervalle de
B de façon à appartenir à un même stable de la partition optimale. Nous allons montrer queles sommets ai ∈ A et bi′,j ∈ B appartiennent à un même stable si et seulement si i = i′.Autrement dit, la partition optimale ne ontient pas de stable U ave {ai, bi′,j} ⊂ U si i 6= i′.Pour ela, admettons que e ne soit pas le as. Nous avons m2 stables ontenant haun unet un seul élément de A et de B. Soit ai ∈ A l'intervalle de plus petit indie i qui appartientà un stable ontenant un intervalle bi′,j ave i 6= i′. Si i > i′, alors les intervalles en questionse hevauhent par onstrution, e qui entraîne une ontradition. Voyons maintenant leas où i < i′. Par hypothèse, les intervalles de A d'indie inférieur à i sont orretementouplés à un intervalle de B. Parmi les m intervalles de B ayant omme premier indie i,il en existe don au moins un qui est ouplé ave un intervalle ai′′ ave i′′ > i. Comme esintervalles se hevauhent par onstrution, nous obtenons une nouvelle ontradition.Cas (b) : les ensembles B∪H et C∪G. Ces deux ensembles ontiennent haun 2m2−mintervalles et induisent haun une lique. Par onséquent, haque stable de la partitionoptimale doit inlure un élément de B ∪H et un élément de C ∪G. Nous pouvons observerque l'intervalle bi,j hevauhe l'intervalle gj′,l si j′ < j et que l'intervalle cj,k hevauhel'intervalle hj′,l si j′ > j. Ainsi, nous retrouvons la même on�guration qu'en (a) et pouvonsprouver de manière similaire qu'un ouple d'intervalles {bi,j , cj′,k}, {bi,j, gj′,l} ou {hj,l, cj′,k}appartient à un même stable de la solution optimale si et seulement j = j′.Cas () : les ensembles C et D. Pour toute paire d'intervalles cj,k et dk′,l (1 ≤ k, k′ ≤ m),nous avons |cj,k∩dk′,l| = k+k′+1. Les toléranes de es deux intervalles étant respetivementégales à 2k + 1 et 2k′ + 1, eux-i ne pourront être ouplés que si k + k′ + 1 ≤ 2k + 1 et
k + k′ + 1 ≤ 2k′ + 1, 'est-à-dire k = k′.



64 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranesLes résultats de l'analyse des trois as (a), (b) et () sont réapitulés sur la �gure 3.4.Chaque ligne du tableau représente les paires d'intervalles que doivent ontenir les stablesd'une solution optimale. La première ligne signi�e par exemple qu'il n'existe auun stabledans la solution ontenant une paire d'intervalle {ai, bi′,l} ave i 6= i′.premier intervalle seond intervalle
ai,− bi,−

b−,j ou hj,− cj,− ou gj,−

c−,k dk,−Fig. 3.4 � Un réapitulatif des résultats de l'analyse des trois as.À présent, supprimons de la solution tous les stables U ontenant h ∈ H ou g ∈ G.Puisque haque intervalle gj,− (resp. hj,−) est ouplé à un intervalle b−,j (resp. cj,−), ilreste dans B (resp. C) un et un seul intervalle b−,j (resp. cj,−) pour tout j = 1, . . . ,m.De la même façon, les stables ontenant des intervalles de G et de B (resp. de H et de
C) sont néessairement omplétés par des intervalles de A (resp. D). Par onséquent, ilreste aussi un intervalle ai,l pour tout i = 1, . . . ,m, mais auun intervalle de D (puisque edernier omporte autant d'éléments que H). En dé�nitive, seuls m stables Ui = {ai, bi,j, cj,k}demeurent après suppression de tous les stables U .Nous sommes en�n en mesure de prouver qu'il existe une partition de W ∪ X ∪ Yen m ensembles {Ai}i=1,...,m ontenant haun un élément di�érent de W , X et Y ave
∑

a∈Ai
s(a) = Z pour 1 ≤ i ≤ m si et seulement si le graphe de toléranes sous-jaentadmet une partition en 2m2 −m stables de taille au plus trois.Soit U1, . . . , U2m2−m une telle partition. D'après l'analyse menée préédemment, nouspouvons admettre sans perte de généralité que les m premiers stables de la partition sontde la forme Ui = {ai, bi,j, cj,k} de telle sorte que les indies i, j et k (1 ≤ i, j, k ≤ m)n'apparaissent qu'une et une seule fois. Comme Ui est un stable, nous avons wi+xj+jZ+1 ≤

(j + 1)Z − yk + 1 et don wi + xj + yk ≤ Z. Puisque haque indie apparaît exatement unefois, nous obtenons que ∑m
i=1 wi +

∑m
j=1 xj +

∑m
k=1 yk = mZ. Ainsi, wi + xj + yk = Z etles ensembles Ai = {wi, xj , yk} dé�nis à partir des stables Ui solutionnent le problème deouplage numérique.Prouvons l'impliation dans le sens inverse. Soit Ai = {wi, xj , yk} (1 ≤ i ≤ m) les mensembles tel que∑a∈Ai

s(a) = Z. À partir de es m ensembles, nous allons onstruire unepartition optimale du graphe de toléranes en stables de taille au plus trois. Tout d'abord,pour tout i = 1, . . . ,m, dé�nissons un stable Ui = {ai, bi,j, cj,k}. Les intervalle ai et bi,j nese hevauhent pas, tout omme les intervalles cj,k et dk. Pour prouver que bi,j et cj,k nese hevauhent pas non plus, omparons respetivement leurs extrémités droite et gauhe.L'égalité wi + xj + yk = Z nous donne wi + xj + jZ + 1 ≤ (j + 1)Z − yk + 1. Ainsi, haqueensemble Ui induit e�etivement un stable. Notons maintenant B′ l'ensemble des sommetsde B qui ne sont pas ouverts par les Ui (1 ≤ i ≤ m). Pour haque bi,j ∈ B′, dé�nissonsun ensemble ontenant les intervalles ai,l, bi,j et gj,l′. Clairement, haun de es ensemblesinduit un stable. De plus, la onstrution est orrete, puisque que haque indie i et japparaît seulement (m− 1) fois dans B′. Notons en�n C ′ l'ensemble des sommets de C quine sont pas ouverts et dé�nissons un ensemble ontenant les sommets hj,l, cj,k, dk,l′ pour



3.2 Le as des graphes de toléranes bornées 65haque cj,k ∈ C ′. Les toléranes des intervalles cj,k et dk,l′ sont telles que leurs sommetsorrespondants dans le graphe de toléranes ne sont pas onnetés. D'un autre �té, lesintervalles dk,l′ ne peuvent pas hevauher les intervalles hj,l. Par onséquent, haun de esensembles induit aussi un stable. À présent, tous les sommets sont ouverts par 2m2 −mstables.Cette rédution établit laNP-di�ulté du problème Ordo pour les graphes de toléranesbornées lorsque k = 3. Pour les valeurs k > 3, il su�t de reprendre la onstrution déritei-dessus et d'y ajouter (k− 4) liques disjointes Km pour obtenir le résultat. Le plus grandstable dans le graphe sera alors de taille k + 1. Pour lore dé�nitivement la preuve, nousmontrons que tous les yles de longueur supérieure ou égale à inq dans elui-i ontiennentdeux ordes.Les seuls sommets pouvant induire des yles ne véri�ant pas la ondition en questionsont eux qui ont une tolérane non nulle, 'est-à-dire les intervalles de C ∪ D. En e�et,si l'on onsidère le sous-graphe induit par tous les intervalles exeptés eux de C (resp.
D), alors elui-i est lairement un graphe d'intervalles et don ne ontient auun yle delongueur supérieure ou égale à quatre sans orde. Admettons maintenant l'existene d'unyle ne véri�ant pas la ondition. Étant de longueur supérieure à inq, elui-i ontienttoujours au moins trois sommets provenant soit de l'ensemble C, soit de l'ensemble D.S'il en ontient quatre ou plus, alors eux-i induisent au moins deux ordes (puisque Cet D induisent haun une lique). Il en est de même s'il en ontient trois et que eux-in'apparaissent pas onséutivement sur le yle. Par onséquent, il nous reste à traiter le asoù le yle ontient exatement trois sommets d'un même ensemble et que es trois sommetsapparaissent onséutivement sur le yle.Sans perte de généralité, admettons que les trois sommets en question appartiennentà l'ensemble C et notons {cj1,k1, cj2,k2, cj3,k3, dk4,l4, dk5,l5 , cj1,k1} le yle en question. L'en-semble C formant une lique, les sommets cj1,k1 et cj3,k3 sont reliés par une orde. Nousavons préédemment vu que les sommets cj,k ∈ C et dk′,l ∈ D du graphe de toléranes nesont pas reliés par une arête à la seule ondition que k = k′. Le sommet cj1,k1 étant reliéà dk5,l5 mais pas à dk4,l4 , nous avons que k1 6= k5 et k1 = k4 (de manière symétrique, nousavons ave le sommet cj3,k3 que k3 = k5 et k3 6= k4). De là, nous en déduisons que k4 6= k5,et par onséquent que le sommet cj2,k2 est néessairement onneté à un des deux sommets
dk4,l4 ou dk5,l5 , e qui omplète la preuve. ⊓⊔Remarque. Les graphes onernés par le théorème satisfont les onditions suivantes : toutyle de longueur supérieure ou égale à inq possède deux ordes et le omplément du grapheest transitivement orientable. En e�et, tout omplément d'un graphe de toléranes bornéesest aussi un graphe de omparabilité. D'un autre �té, les graphes d'intervalles sont préisé-ment les graphes qui satisfont les onditions suivantes : tout yle de longueur supérieure ouégale à quatre possède une orde et le omplément du graphe est transitivement orientable.Les graphes visés par le théorème di�èrent essentiellement de es derniers par le fait qu'ilspeuvent induire, sous ertaines onditions, des yles de longueur quatre.Corollaire 3.7 Lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois, le problème Ordoest NP-di�ile pour les graphes suivants, même si leur omplément est de omparabilité :. les graphes de toléranes ;



66 Chapitre 3. Exlusion mutuelle par un graphe d'ars ou de toléranes. les graphes de trapèzes ;. les graphes faiblement triangulés ;. les graphes de Meyniel.Remarque. Le orollaire 3.7 généralise le résultat de Lon [113℄ qui établit que le problèmeOrdo est NP-di�ile pour les ompléments de graphes de omparabilité, même lorsque kest un paramètre �xé supérieur ou égal à trois. D'un autre �té, alors que le problème k-Ordo peut être résolu en temps et espae polynomial pour les graphes parfaits de stabilitéau plus k, le théorème 3.3 établit aussi que le même problème est NP-di�ile pour lesgraphes de toléranes bornées (et a fortiori pour les graphes parfaits) de stabilité au moins
k + 1.3.3 Synthèse des résultatsPour onlure e hapitre, nous présentons une synthèse des résultats obtenus oner-nant la omplexité du problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle pour les graphesd'intervalles, les graphes d'ars irulaires et les graphes de toléranes.Graphes d'intervalles propres Graphes à seuil Graphes d'intervalles

k = 2 O(n + m) O(n + m) O(n + m)

k = 3 O(n + m) O(n + m) ouvert
k ≥ 4 O(n + m) O(n + m) NP-di�ile [14℄Fig. 3.5 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles.Graphes d'ars propres Graphes d'ars

k = 2 O(n + m) ouplage maximum [122, 74℄
k = 3 O(n2) ouvert
k ≥ 4 O(n2) NP-di�ile (même si parfaits ou de Helly) [14℄Fig. 3.6 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes d'ars irulaires.Graphes de toléranes propres Graphes de toléranes
k = 2 ouplage maximum [122, 74℄ ouplage maximum [122, 74℄
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) NP-di�ile (même si bornées)Fig. 3.7 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes de toléranes.Les questions suivantes restent don posées : le problème 3-Ordo peut-il être résolu entemps et espae polynomial pour les graphes d'intervalles ou d'ars irulaires ? Quel est laomplexité du problème Ordo lorsque l'on se restreint aux graphes de toléranes unitaires etbornées ? La reherhe d'algorithmes direts pour le problème 2-Ordo restreint aux graphesd'ars ou de toléranes est aussi une question intéressante.



Chapitre 4Une ondition su�sante pourl'optimalitéEn dépit de quelques résultats positifs, le bilan du travail de lassi�ation que nousavons mené jusqu'à présent onernant la omplexité du problème d'ordonnanement aveexlusion mutuelle est plut�t négatif. Pour une majorité de lasses de graphes � et enpartiulier elles qui nous intéressent (graphes d'intervalles, d'ars ou de toléranes), leproblème reste NP-di�ile même lorsque l'on se restreint à de petites valeurs de k �xées.Des algorithmes polynomiaux, et même linéaires, ont été proposés pour traiter le problèmelorsque l'on se restreint par exemple aux graphes d'intervalles propres, aux graphes de seuil,ou enore aux graphes d'ars propres. Malheureusement, es as partiuliers ne ouvrentpas su�samment de as en pratique : de nombreux problèmes font intervenir des intervallesou des ars qui se reouvrent entièrement.Se restreindre seulement à des lasses de graphes n'étant pas satisfaisant d'un point devue pratique, nous nous proposons dans e hapitre d'attaquer le problème sous un nouvelangle en abordant la question suivante : peut-on exhiber des onditions intéressantes (enpratique) dans lesquelles le problème Ordo peut être résolu e�aement ? À notre onnais-sane, auune étude n'est enore parue à e sujet. Nous tentons ii d'apporter une premièreréponse à ette question, en étudiant une propriété que nous avons vu apparaître au traversdu petit lemme 2.2 de déoupage, lors de l'étude du problème 2-Ordo pour les graphes d'in-tervalles. D'après e petit lemme, les graphes d'intervalles possèdent la propriété suivante :si l'on dispose d'une partition en stables où haque stable est de taille au moins deux, alorsette partition peut être �déoupée� en stables de taille deux. Plus tard, nous avons retrouvéette propriété lors de l'étude du problème pour les graphes d'ars propres. En e�et, il ressortde la preuve de validité de l'algorithme Ordo-Ars-Propres que les graphes d'ars proprespossèdent la propriété suivante.Propriété de redéoupage : Soit G un graphe et k un entier. Si le graphe G admet uneoloration tel que haque ouleur apparaît au moins k fois, alors χ(G, k) = ⌈n/k⌉.Cette propriété a un premier intérêt pratique qui le suivant. Le paramètre k, qui onerneii le nombre de proesseurs ou de mahines disponibles, est généralement assez petit om-67



68 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéparé à n, le nombre de tâhes à ordonnaner. Ainsi, dans bien des as, une simple heuristiquede oloration permet d'obtenir une partition en stables de taille au moins k. Dans ertainsproblèmes omme la plani�ation de personnel, e sont des propriétés struturelles qui ga-rantissent l'existene d'une telle partition. Prenons par exemple le as de la plani�ation deshau�eurs de bus muniipaux ou bien des personnels d'aérogares � problèmes résolus par la�rme Prologia du Groupe Air Liquide [7℄ : les rotations des bus ou des avions induisenttrès souvent des paquets de tâhes onséutives de taille supérieure à k (pour des valeurs de
k omme k ≤ 5).Le seond intérêt que peut avoir ette propriété en pratique intervient lors de l'alloationd'un ou plusieurs nouveaux proesseurs. En e�et, lorsqu'un ordonnanement parfait destâhes a été réalisé sur haque proesseur ('est-à-dire que n/k tâhes sont allouées à haqueproesseur, n étant un multiple de k), il n'est pas évident que l'on puisse obtenir un gain deprodutivité en ajoutant un nouveau proesseur, à ause du graphe d'exlusion mutuelle.Lorsque le graphe en question a la propriété de redéoupage, nous avons la garantie suivante.Lemme 4.1 (�Qui peut le plus peut le moins�) Soit G un graphe ayant la propriétéde redéoupage. Si G admet une partition exate en stables de taille k, alors G admet aussiune partition optimale en ⌈n/k′⌉ stables de taille au plus k′, quel que soit k′ > k.En�n, ette propriété de redéoupage peut trouver des appliations dans la oneptiond'algorithmes polynomiaux d'approximation pour le problème Ordo, omme nous le verronsau hapitre suivant (voir l'algorithme 2-Approx-Planif, p. 110).Au travers des setions suivantes, nous montrons que la propriété de redéoupage estpartagée par les graphes sans K1,3 (qui généralisent les graphes d'intervalles propres etd'ars propres), les graphes d'intervalles et les graphes d'ars, et même les graphes trianguléslorsque k ≤ 4. De plus, des algorithmes e�aes sont présentés pour traiter le problèmeOrdo lorsqu'une partition en stables de taille supérieure à k est donnée en entrée. Cesrésultats sont d'autant plus inattendus qu'un ontre-exemple très simple peut être trouvéne satisfaisant pas ette propriété 1.Contre-exemple et premières di�ultésConsidérons le graphe biparti omplet Kk+1,k+1, ave k ≥ 2 (voir la �gure 4.1). Nouspouvons observer que χ(Kk+1,k+1, k) = 4 puisque deux sommets appartenant à deux stablesdi�érents ne peuvent pas être ouplés. La borne inférieure étant ⌈n/k⌉ = ⌈(2k + 2)/k⌉ = 3,nous avons don la proposition suivante.Proposition 4.1 (Contre-exemple) Le graphe biparti Kk+1,k+1 ne partage pas la pro-priété de redéoupage, quel que soit k ≥ 2.Nous pouvons remarquer que le graphe Kk+1,k+1 est un graphe de permutation (en e�et,elui-i est transitivement orientable ar biparti et son omplément l'est aussi ar omposé1Les résultats présentés dans e hapitre apparaissent en partie dans [68℄ (en anglais).



4.1 Une aratérisation des graphes sans K1,3 69
Fig. 4.1 � Le graphe biparti omplet K3,3.de deux liques disjointes). Nous rappelons que les graphes de permutation forment unesous-lasse des graphes de toléranes bornées. D'un autre �té, Kk+1,k+1 est trivialement ungraphe biparti proprement onvexe ou enore un graphe de Meyniel (ar ne ontenant pasde yle impair).Corollaire 4.1 (Contre-exemple) Il existe dans les lasses suivantes des graphes qui nepartagent pas la propriété de redéoupage, quel que soit k ≥ 2 :. les graphes de permutation et les graphes de ordes ;. les graphes de omparabilité et leurs ompléments ;. les graphes de toléranes bornées et les graphes de trapèzes ;. les graphes de graphes faiblement triangulés ;. les graphes bipartis proprement onvexes ;. les graphes de Meyniel.Du point de vue de la omplexité, la partie semble tout aussi ompromise. Dans leurpapier, Bodlaender et Jansen [14℄ abordent la omplexité du problème Ordo pour les graphesbipartis et montrent que le problème de la partition d'un graphe biparti en trois stables detaille au plus k est NP-omplet. Nous avons alors remarqué que le graphe biparti utilisélors de la rédution est omposé de deux stables de taille supérieure à k, ave k > 5.Proposition 4.2 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème de la partition d'un graphebiparti en trois stables de taille au plus k est NP-omplet lorsque k > 5, même si les deuxstables omposant le graphe sont de taille supérieure à k.Corollaire 4.2 (NP-di�ulté) Le problème de la partition minimum en stables de tailleau plus k est NP-di�ile pour les graphes appartenant aux lasses suivantes lorsque k > 5,même si le graphe admet une partition en stables de taille supérieure à k :. les graphes bipartis ;. les graphes de omparabilité ;. les graphes de graphes faiblement triangulés ;. les graphes de Meyniel.4.1 Une aratérisation des graphes sans K1,3Les graphes sans K1,3 ne possèdent pas Kk+1,k+1 omme sous-graphe induit quel quesoit k ≥ 2. Pour autant, les graphes sans K1,3 partagent-ils la propriété de redéoupage ? Au



70 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitétravers du théorème suivant, nous montrons que es graphes possèdent en fait une propriétéplus forte que elle-i.Ce théorème, qui aratérise de façon algorithmique les graphes sans K1,3, a été établien d'autres termes par De Werra [42℄ alors que elui-i étudiait des problèmes d'emploi dutemps. Le problème de la oloration équitable d'un graphe, lié aux problèmes d'emploi dutemps (onsulter [41, 42℄ pour plus de détails), onsiste à déterminer une oloration de egraphe tel que le nombre de sommets de haque ouleur soit le même à un près (voir [13℄pour une revue de résultats sur le sujet). Comme l'ont justement remarqué Hansen et al.[83℄, il existe une relation étroite entre le problème de oloration équitable et le problèmed'ordonnanement ave exlusion mutuelle. Dans ette setion, nous uni�ons et omplétonsles travaux de DeWerra [42℄ et de Hansen et al. [83℄ sur le sujet. En partiulier, un algorithmemuni d'une struture de données spéiale est présenté pour résoudre e�aement le problèmeOrdo ainsi que le problème de la oloration équitable pour les graphes sans K1,3, étantdonnée en entrée une oloration minimum du graphe. Ces résultats o�rent dans le mêmetemps une généralisation des orollaires 2.12, 2.13, 3.1 et 3.2, onernant le problème Ordopour les graphes d'intervalles propres et les graphes d'ars propres.Note. Curieusement, auune allusion aux travaux de De Werra [42℄ et de Hansen et al. [83℄n'est faite dans la très large revue de résultats proposée réemment par Faudree et al. [49℄sur les graphes sans K1,3, ni même dans elles de Jansen [100℄ et Bodlaender et Fomin [13℄onernant le problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle.Théorème 4.1 (De Werra, 1985 � Hansen et al., 1993) Pour un graphe G, les ondi-tions suivantes sont équivalentes :(1) le graphe G est sans K1,3 ;(2) toute omposante onnexe d'un sous-graphe de G induit par deux stables disjoints estisomorphe à une haîne ou bien un yle pair ;(3) pour tout sous-graphe G′ ⊆ G induit par n′ sommets, l'égalité
χ(G′, k) = max{χ(G′), ⌈n′/k⌉}est satisfaite quel que soit k ≥ 1 ;(4) pour tout sous-graphe G′ ⊆ G induit par n′ sommets, G′ admet une q-oloration équi-table quel que soit q ≥ χ(G′).Preuve. (1) ⇒ (2). Tout sous-graphe induit par deux stables disjoints est biparti et neontient don pas de yle impair. Dans le as présent, e graphe biparti est aussi sans K1,3,e qui implique que tous es sommets sont de degré au plus deux. Par onséquent, haunede es omposantes onnexes ne peut être isomorphe qu'à une haîne ou bien un yle pair.Les impliations (2)⇒ (3) et (2)⇒ (4) sont établies pour le graphe G seulement, puisquepouvant être étendues immédiatement à tout sous-graphe induit G′ par hérédité du aratèresans K1,3.(2)⇒ (3). La preuve repose sur le lemme 3.2 qui reste valide pour les graphes sans K1,3,d'après l'assertion (2). L'algorithme Raffiner-Coloration, que nous rappelons i-dessous,



4.1 Une aratérisation des graphes sans K1,3 71peut don être utilisé en l'état pour obtenir une oloration ra�née de G, tel que (a) haqueouleur apparaisse au plus k fois ou bien (b) haque ouleur apparaisse au moins k fois.Algorithme Raffiner-Coloration ;Entrée : une oloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(G)} de G, un entier k ;Sortie : une oloration S satisfaisant une des deux onditions (a) ou (b) ;Début ;tant qu'il existe deux stables disjoints Su, Sv ∈ S ave |Su| > k et |Sv| < k faire
B ← Composantes-Connexes(Su, Sv) ;tant que |Su| > k et |Sv| < k fairehoisir une omposante onnexe Br ∈ B tel que |Bu

r | = |Bv
r |+ 1 ;éhanger les sommets de Su et Sv orrespondant respetivement à Bu

r et Bv
r ;retourner S ;Fin ;Soit S = {S1, . . . , Sχ(G)} une oloration minimum de G ra�née à l'aide de l'algorithmeRaffiner-Coloration. Dans le as où S satisfait la ondition (a), alors nous avons im-médiatement χ(G, k) = χ(G). Dans le as où S satisfait la ondition (b), nous montronsomment obtenir une partition de G en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k. Notons que danse as n > kχ(G).Soit |Su| = αuk + βu la taille d'un stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G)), ave αu un entier positifnon nul et 0 ≤ βu ≤ k − 1. Tout d'abord, extrayons de haque stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G))

αu− 1 stables de taille exatement k, plus un si βu = 0. À l'issue de ette opération, notons
χ∗ le nombre de stables qui restent non vides et n∗ le nombre de sommets dans es χ∗stables. Clairement, haque stable Su non vide ne ontient plus que k + βu sommets ave
βu > 0 et l'inégalité n∗ > kχ∗ est toujours véri�ée. À raison d'un seul par stable, extrayonsmaintenant ⌊n∗/k⌋ − χ∗ stables de taille k, plus un stable de taille n∗ mod k si n∗ n'estpas un multiple de k. De ette façon, le nombre de sommets restant dans les χ∗ stables estexatement kχ∗ et au moins deux stables Su et Sv de la partition sont tels que |Su| > k et
|Sv| < k. Par onséquent, une nouvelle appliation de l'algorithme Raffiner-Colorationsur ette partition (qui reste sans K1,3) nous permet d'obtenir χ∗ stables de taille exatement
k. En dé�nitive, nous n'avons extrait que des stables de taille k, sauf un de taille n mod ksi k ne divise pas n.(2) ⇒ (4). Soit S1, . . . , Sq une q-oloration de G ave q ≥ χ(G). Une q-oloration équi-table s'obtient en utilisant l'algorithme Raffiner-Coloration dans lequel les onditions
|Su| > k et |Sv| < k dans les deux boules tant que sont remplaées par |Su| > ⌈n/q⌉et |Sv| < ⌊n/q⌋. La validité de l'algorithme s'obtient alors ave les mêmes arguments quepour Raffiner-Coloration, à ei près qu'ii, la q-oloration équitable est retournée après
q tours de la boule prinipale.Les impliations (3) ⇒ (1) et (4) ⇒ (1) étant immédiates (le graphe K1,3, qui est 2-olorable, n'admet auune partition en deux stables de taille deux), la preuve du théorèmeest omplète. ⊓⊔Corollaire 4.3 (Propriété de redéoupage) Les graphes sans K1,3 partagent la pro-



72 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitépriété de redéoupage, quel que soit k.Questions de omplexitéDans ette partie, nous allons disuter des questions de omplexité relatives au problèmeOrdo ainsi qu'au problème de oloration équitable pour les graphes sans K1,3. Pour ela,nous ommençons par analyser la omplexité de la proédure Raffiner-Coloration quijoue, omme nous l'avons vu dans les preuves de l'impliation (2) ⇒ (3), un r�le entraldans la reherhe d'une solution optimale au problème Ordo.Le point ruial de l'algorithme Raffiner-Coloration réside dans la reherhe des om-posantes onnexes du sous-graphe biparti induit par les deux stables disjoints Su et Sv. Nousverrons que l'éhange de sommets entre les deux stables est aussi un point déliat : son ef-�aité dépend fortement de la représentation des omposantes onnexes. Nous allons voiromment implanter de façon e�ae es deux étapes de l'algorithme à l'aide d'une struturede données appropriée. Nous onsidérons pour ela que l'entrée de l'algorithme est omposéedu graphe G = (V,E) sans K1,3 représenté par listes d'adjaene, d'une oloration minimum
S = {S1, . . . , Sχ(G)} représentée par χ(G) tableaux (le tableau Su ontenant les sommetsde ouleur u), et de l'entier positif k. Préisons enore que la taille d'un tableau ou d'uneliste pourra ii être obtenue en temps O(1).Cette struture, notée F , est un tableau de taille n. Pour haque sommet i ∈ V , laellule Fi du tableau possède trois hamps : un entier Fi.couleur qui représente la ouleur de
i, 'est-à-dire l'indie du stable auquel il appartient, un entier Fi.rang qui représente le rangde i dans e stable, et un tableau Fi.S de taille χ(G) qui ontient dans haque ellule Fi.Sula liste (des indies) des sommets adjaents à i dans le stable Su (la taille de ette liste seradonnée par Fi.|Su|). D'après l'assertion (2) du théorème 4.1, le nombre de sommets stokésdans une liste Fi.Su ne doit pas exéder deux. Ainsi, l'espae requis par la struture F estborné par O(χ(G)n). Le remplissage de la struture peut être réalisé en temps O(χ(G)n) enalulant tout d'abord les hamps Fi.couleur et Fi.rang pour haque sommet i ∈ V (par unsimple balayage des ensembles S1, . . . , Sχ(G)), puis en explorant la liste d'adjaene assoiéeà haque sommet i ∈ V a�n de remplir la liste Fi.S (en utilisant notamment le hamp
couleur préédemment alulé).Nous pouvons à présent établir la omplexité de l'algorithme de ra�nement. Après avoiridenti�é en temps O(χ(G)) deux stables Su et Sv tel que |Su| > k et |Sv| < k, l'algorithmefait appel à la proédure Composantes-Connexes, que nous allons dérire dans le détailette fois-i. Tout d'abord, les omposantes onnexes ne sont pas toutes stokées : ne sontretenues que t = min{|Su| − k, k − |Sv|} haînes paires dont les deux extrémités sont dans
Su. Les sommets de es omposantes onnexes sont ensuite insérés dans les listes Bu ou Bvselon qu'ils proviennent de Su ou Sv. La détermination des t omposantes onnexes utiles sefait omme suit. Le stable Su est examiné a�n d'y trouver des sommets n'ayant qu'un seulvoisin dans Sv (es sommets orrespondent aux extrémités des haînes du sous-graphe bi-parti induit par Su et Sv). Lorsqu'un tel sommet est trouvé, il est marqué puis la haîne dontil est l'extrémité est parourue. Si la longueur de ette haîne est paire, alors es sommetssont stokés dans la struture B = Bu ∪ Bv. Tout e travail peut être e�etué en temps etespae O(|Su|+ |Sv|) grâe à la struture F qui permet d'obtenir le voisinage d'un sommetdu graphe biparti induit par Su ∪ Sv en temps O(1). Le proédure omplète est détaillée



4.1 Une aratérisation des graphes sans K1,3 73i-dessous. Par ommodité, nous utilisons la notation c̄ ave c̄ = u si c = v et c̄ = u si c = v.Algorithme Composantes-Connexes ;Entrée : deux stables Su et Sv tel que |Su| > k et |Sv| < k ;Sortie : l'ensemble B = Bu ∪ Bv des omposantes onnexes utiles ;Début ;
Bu ← ∅, Bv ← ∅ ;
r ← 1, j ← 1, t← min{|Su| − k, k − |Sv|} ;tant que r ≤ t fairesoit i le j ème sommet du stable Su ;si i n'est pas marqué et Fi.|Sv| ≤ 1 alors

Bu ← {i}, Bv ← ∅, c← u, iprec ← ∅ ;tant que Fi.Sc̄ \ {iprec} 6= ∅ fairehoisir dans Fi.Sc̄ le sommet icour 6= iprec ;
iprec ← i, i← icour, c← c̄, Bc ← Bc ∪ {i} ;si |Bu| > |Bv| alorsopier les sommets de Bu et Bv dans Bu et Bv ;marquer le sommet i dans Su ;
r← r + 1 ;

j ← j + 1 ;retourner B ← Bu ∪ Bv ;Fin ;L'éhange des sommets entre stables est moins évident que dans le as des graphes d'arspropres. Tout d'abord, les sommets à éhanger sont marqués dans les tableaux Su et Sv àpartir des ensembles de sommets Bu ∪ Bv (ela prend un temps O(|Su| + |Sv|) en utilisantle hamp rang de la struture F ). Pour haque sommet i ∈ V , nous pouvons maintenantproéder à l'éhange des sommets dans les listes Fi.Su et Fi.Sv. L'inspetion de es listesne prenant qu'un temps onstant, l'éhange peut être réalisé en temps O(1) (en utilisant lehamp rang de la struture F et le marquage des sommets à éhanger dans Su et Sv). Paronséquent, ette première mise à jour de la struture F peut se faire en temps O(n). Suiteà ela, les tableaux Su et Sv peuvent être mis à jour en temps O(|Su|+ |Sv|), ainsi que leshamps Fi.couleur et Fi.rang des sommets i ∈ V onernés par l'éhange.En résumé, l'utilisation de la struture F , dont la onstrution néessite O(χ(G)n) tempset espae, permet d'implanter la boule prinipale de l'algorithme Raffiner-Coloration defaçon à ne onsommer qu'un temps et espae O(n) à haque tour de boule. Comme χ(G)tours de boule su�sent au ra�nement d'une oloration, l'algorithme Raffiner-Colorations'exéute don en O(χ(G)n) temps et espae.Proposition 4.3 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae O(χ(G)n) pour lesgraphes sans K1,3, étant donnée en entrée une oloration minimum du graphe.Preuve. La preuve de l'impliation (2)⇒ (3) du théorème 4.1 fournit l'algorithme. Après leremplissage de la struture F , la proédure de ra�nement est exéutée une première fois. Sitous les stables de la oloration ra�née sont de taille au plus k, alors ette oloration forme



74 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéune solution optimale au problème Ordo (puisque de ardinal χ(G)). Si tous les stables de laoloration sont de taille supérieure k, alors la oloration peut être nettoyée en temps linéaireavant d'exéuter à nouveau la proédure de ra�nement. La solution ainsi obtenue est aussioptimale (puisque de ardinal ⌈n/k⌉). D'après la disussion préédente, la omplexité de laméthode tout entière ne prend qu'un temps et espae O(χ(G)n). ⊓⊔Remarque. Nous rappelons que le problème de la oloration minimum, et par onséquent leproblème Ordo, sont NP-di�iles pour les graphes sans K1,3 [90℄.En aord ave la preuve de l'impliation (2) ⇒ (3) du théorème 4.1, nous avons aussila proposition suivante.Proposition 4.4 Le problème de la oloration équitable peut être résolu en temps et espae
O(qn) pour les graphes sans K1,3, étant donnée en entrée une q-oloration du graphe.Remarque. Comme l'ont noté Hansen et al. [83℄, toute q-oloration équitable ave q =

max{χ(G), ⌈n/k⌉} induit aussi une solution optimale au problème Ordo. Toutefois, le alulde ette oloration prend O(χ(G, k)n) temps et espae, et non plus O(χ(G)n) temps etespae.Voii maintenant deux orollaires onernant la propriété de redéoupage. Le premier estune onséquene direte de la disussion préédente et le seond, qui porte sur les graphesd'ars propres (ou d'intervalles propres), déoule de la preuve de validité de l'algorithmeOrdo-Ars-Propres.Corollaire 4.4 (Complexité du redéoupage) Le problème Ordo peut être résolu entemps et espae O(n2/k) pour les graphes sans K1,3, étant donnée en entrée une olorationdu graphe où haque ouleur apparaît au moins k fois.Corollaire 4.5 (Complexité du redéoupage) Le problème Ordo peut être résolu entemps et espae O(n) pour les graphes d'ars propres, étant données en entrée une olorationdu graphe où haque ouleur apparaît au moins k fois et une représentation par ars propresordonnée.Le problème de la oloration minimum pouvant être résolu en temps O(n4) pour lesgraphes parfaits sans K1,3 [91℄, nous avons aussi le orollaire suivant.Corollaire 4.6 (Graphes parfaits sans K1,3) Le problème Ordo peut être résolu en temps
O(n4) et espae O(n2) pour les graphes parfaits sans K1,3.Nous onluons ette disussion par deux orollaires onernant le problème Ordo pourles graphes duaux, qui forment probablement la sous-lasse la plus onnue des graphes sans
K1,3. Ce problème peut aussi être vu omme le problème de la oloration minimum desarêtes d'un graphe tel que haque ouleur n'apparaisse pas plus de k fois. Rappelons queles problèmes de oloration d'arêtes ont des appliations importantes dans la onstrutiond'emplois du temps ainsi qu'en ordonnanement [41, 42, 107, 43, 45, 44℄. Le dual d'un graphe
G est noté L(G), tandis que n, m et ∆(G) dénotent respetivement le nombre de sommets,le nombre d'arêtes et le degré maximum de G.



4.2 Su�sane pour les graphes d'intervalles ou d'ars 75Corollaire 4.7 (Graphes duaux � dihotomie générale) Soit G un graphe et k un en-tier positif :(1) si ⌈m/k⌉ ≤ ∆(G), alors la double inégalité ∆(G) ≤ χ(L(G), k) ≤ ∆(G) + 1 estsatisfaite et le problème Ordo est NP-di�ile pour le graphe L(G) ;(2) si ⌈m/k⌉ ≥ ∆(G) + 1, alors l'égalité χ(L(G), k) = ⌈m/k⌉ est satisfaite et le problèmeOrdo peut être résolu en temps et espae polynomial pour le graphe L(G).Preuve. La transposition de l'assertion (3) du théorème 4.1 au dual de G donne χ(L(G), k) =

max{χ(L(G)), ⌈m/k⌉}, tandis que d'un autre �té, le élèbre théorème de Vizing (f. [46,p. 103�105℄) nous fournit la double inégalité ∆(G) ≤ χ(L(G)) ≤ ∆(G) + 1. Ainsi, lorsque
⌈m/k⌉ ≥ ∆(G) + 1, nous avons χ(L(G), k) = ⌈m/k⌉ et la preuve onstrutive du théorèmede Vizing ouplée à la proposition 4.3 fournit un algorithme en temps et espae polynomialpour déterminer une partition en ⌈m/k⌉ stables de taille au plus k. Dans le as ontraire,nous avons χ(L(G), k) = χ(L(G)) (qui implique aussit�t ∆(G) ≤ χ(L(G), k) ≤ ∆(G) + 1)et le problème devient NP-di�ile d'après le théorème de Holyer [90℄. ⊓⊔Remarque. Lorsque k est un paramètre �xé, Alon [1℄ a montré que le problème Ordo estpolynomial pour les graphes duaux. D'un autre �té, Cohen et Tarsi [26℄ ont montré que leproblème est NP-di�ile pour les ompléments des graphes duaux, même lorsque k est unparamètre �xé supérieur ou égal à trois.Corollaire 4.8 (Graphes duaux � as polynomiaux) Si un graphe G ne ontient au-un yle induit de longueur supérieure ou égale à inq, alors le problème Ordo peut êtrerésolu en temps et espae polynomial pour le graphe L(G). De plus, l'égalité χ(L(G), k) =

max{∆(G), ⌈m/k⌉} est satisfaite.Preuve. Trotter [150℄ a montré que le dual L(G) d'un graphe G est parfait si et seulementsi G ne ontient pas de yle induit impair de longueur supérieure ou égale à inq (voiraussi [40, 116℄). Puisque le problème de la oloration peut être résolu en temps et espaepolynomial pour les graphes parfaits [79℄, nous obtenons le résultat via la proposition 4.3(lorsque L(G) est parfait, nous avons aussi ∆(G) = χ(L(G))). ⊓⊔Corollaire 4.9 (Graphes duaux � as polynomiaux) Le problème Ordo peut être ré-solu en temps et espae polynomial pour les duaux de graphes faiblement triangulés.Remarque. Les graphes bipartis sont des exemples de graphes qui satisfont les onditionsdes orollaires 4.8 et 4.9. Notons que pour es derniers, le résultat déoule aussi d'un élèbrethéorème de König et de sa preuve onstrutive (f. [46, p. 103℄ ou [137, p. 321�336℄ pourplus de détails).4.2 Su�sane pour les graphes d'intervalles ou d'arsDans ette setion, nous démontrons que les graphes d'intervalles partagent la propriétéde redéoupage, quel que soit k, et un algorithme linéaire est même donné pour résoudre



76 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéle problème Ordo, étant donnée en entrée une oloration où haque ouleur apparaît aumoins k fois. Nous verrons ensuite omment étendre le résultat aux graphes d'ars. Nousrappelons que d'un autre �té, le problème Ordo est NP-di�ile pour es deux lasses degraphes, même ave k ≥ 4 �xé [14℄. Nous terminerons la setion en disutant de l'extensionde la propriété aux graphes de toléranes propres ou unitaires.Le as des graphes d'intervallesTout omme les graphes sans K1,3, les graphes d'intervalles ne possèdent pas le graphe
Kk+1,k+1 omme sous-graphe induit pour k ≥ 2. En e�et, les graphes d'intervalles sonttriangulés et par onséquent ne peuvent induire auun yle de longueur égale à quatresans orde. En nous appuyant sur le lemme suivant, nous allons montrer que les graphesd'intervalles partagent eux aussi la propriété de redéoupage.Lemme 4.2 (Lemme de déoupage) Soit r stables disjoints S1, . . . , Sr ontenant ha-un au moins t intervalles (1 ≤ r ≤ t) et r entiers positifs β1, . . . , βr tel que ∑r

u=1 βu = t.Alors il existe un stable S∗ de taille t tel que pour tout u = 1, . . . , r, exatement βu inter-valles de S∗ appartiennent à Su. De plus, e stable S∗ peut être extrait en temps O(rt) siles intervalles de haque stable sont ordonnés.Preuve. La preuve est onstrutive : nous donnons un algorithme pour déterminer le stable
S∗ en temps O(rt). Celui-i prend en entrée les r stables disjoints S1, . . . , Sr, haun de tailleau moins t, ainsi que les r entiers β1, . . . , βr. Nous supposons que les intervalles (ouverts)de haque stable sont ordonnés selon les extrémités gauhes roissantes (l'intervalle de rang
j dans Su sera noté Iu,j). L'algorithme proède de la manière suivante : l'intervalle de rang
j dans S∗ est elui de plus petite extrémité droite parmi les intervalles de rang j dans lesstables Su (où les βu intervalles n'ont pas enore été séletionnés).Algorithme Déouper-Intervalles ;Entrée : les stables S1, . . . , Sr de taille au moins t, les entiers β1, . . . , βr ;Sortie : le stable S∗ ;Début ;

S∗ ← ∅ ;pour j de 1 à t faire
u∗ ← 0 ;pour u de 1 à r fairesi βu > 0 et (u∗ = 0 ou d(Iu,j) < d(Iu∗,j)) alors u∗ ← u ;
S∗ ← S∗ ∪ {Iu∗,j}, βu∗ ← βu∗ − 1 ;retourner S∗ ;Fin ;La �gure 4.2 illustre une exéution de l'algorithme sur trois stables S1, S2, S3 de tailletrois (r = 3, t = 3 et β1 = β2 = β3 = 1). Les intervalles fonés orrespondent aux intervallesinlus dans S∗ à haque rang j = 1, 2, 3 (les intervalles hahurés n'étant plus andidats à laséletion à un rang donné).
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RFig. 4.2 � L'algorithme Déouper-Intervalles.Établissons la validité de l'algorithme. L'ensemble S∗ retourné par l'algorithme ontientbien t intervalles (un intervalle est extrait à haque rang j = 1, . . . , t et les stables enentrée sont tous de taille au moins t). D'autre part, nous montrons que l'intervalle de rang
j dans S∗ ne peut pas hevauher elui de rang j + 1 pour tout j = 1, . . . , t− 1. Pour ela,onsidérons que es deux intervalles orrespondent respetivement à Iu,j ∈ Su et Iv,j+1 ∈ Sv(1 ≤ u, v ≤ t). Si u = v, alors l'assertion est démontrée (Iu,j et Iv,j+1 appartenant au mêmestable, ils ne peuvent se hevauher). Dans le as ontraire, supposons que Iu,j et Iv,j+1se hevauhent, 'est-à-dire que g(Iv,j+1) < d(Iu,j). Comme d(Iv,j) ≤ g(Iv,j+1), nous avonsaussit�t que d(Iv,j) < d(Iu,j). Or, Iv,j+1 ayant été séletionné au rang j + 1, l'intervalle Iv,jétait néessairement un andidat à la séletion au rang j. Par onséquent, Iu,j n'était pas,parmi les intervalles andidats au rang j, elui ayant la plus petite extrémité droite, e quiest une ontradition. ⊓⊔Proposition 4.5 (Propriété de redéoupage) Les graphes d'intervalles partagent la pro-priété de redéoupage, quel que soit k.Preuve. Soit G un graphe d'intervalles et S1, . . . , Sq une partition de G en stables de taille aumoins k. Admettons que les intervalles de haun des stables de la partition soient ordonnéset posons |Su| = αuk + βu omme étant la taille du stable Su ave αu un entier positif nonnul et 0 ≤ βu ≤ k− 1. Pour ommener, de haque stable Su sont extraits αu− 1 stables detaille k, plus un si βu = 0. Après et opération de nettoyage, haque stable Su ne ontientplus que k + βu < 2k intervalles ave βu > 0. Ensuite, tant qu'il existe r stables dont lasomme des indies βu est supérieure à k, nous appliquons le lemme 4.2 de déoupage pourextraire des stables de taille exatement k. Les onditions du lemme de déoupage sontrespetées puisque haque stable ontient au moins k intervalles. En�n, lorsque ela n'estplus possible, il ne reste plus qu'à extraire un stable de taille n mod k (si n n'est pas unmultiple de k) dans les r < k stables dont la somme des βu > 0 doit justement être égale à
n mod k. ⊓⊔La preuve de la proposition préédente fournit un algorithme e�ae pour résoudrele problème Ordo pour les graphes d'intervalles, lorsque l'on dispose d'une oloration dugraphe où haque ouleur apparaît au moins k fois. En e�et, les intervalles de haun desstables de la partition S1, . . . , Sq peuvent être ordonnés en temps et espae O(n) si l'onpossède une représentation par intervalles ordonnée du graphe G. De là, le proédure denettoyage ne prend qu'un temps linéaire. En�n, en prenant soin de vider les stables de leurs
βu intervalles les uns après les autres, les exéutions répétées de la proédure Déouper-Intervalles ne prennent au total qu'un temps O(qk), soit un temps O(n) puisque n > qk.



78 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéCorollaire 4.10 (Complexité du redéoupage) Le problème Ordo peut être résolu entemps et espae O(n) pour les graphes d'intervalles, étant données en entrée une olorationdu graphe où haque ouleur apparaît au moins k fois et une représentation par intervallesordonnée.Le as des graphes d'arsNous allons voir que la proposition 4.5 peut être étendue aux graphes d'ars irulairesà l'aide d'une version plus faible du lemme de déoupage. En e�et, il n'est malheureusementpas possible d'étendre en l'état le lemme 4.2 de déoupage aux ars irulaires. L'exemplesuivant montre que, même en se restreignant à des ars unitaires, il existe une in�nité deas pour lesquels le lemme 4.2 de déoupage n'est pas valide.Soit un ensemble S1, . . . , Sr de stables disjoints ontenant haun t ars unitaires ouvertsave βu = 1 pour tout u = 1, . . . , r (r, t ≥ 1). A�n de dé�nir la position de es ars sur leerle, divisons elui-i en t setions θ0, . . . , θt−1, haune de longueur ℓ. Nous dirons qu'unar est de rang j si son extrémité scm appartient à la setion de erle θj. Les r ars derang j sont disposés dans haque setion j, haun de longueur ℓ et déalés de ǫ < ℓ/t parrapport au préédent de façon à e que l'ar du stable Su hevauhe d'un �té les ars derang (j + 1) mod t appartenant aux stables d'indie inférieur à u et de l'autre les ars derang (j− 1) mod t appartenant aux stables d'indie supérieur à u dans le sens ontraire desaiguilles d'une montre (voir la �gure 4.3).
θ3 θ0 θ1 θ2

S1

S2

S3

S4

θ3Fig. 4.3 � Une illustration de la onstrution ave r = 4 et t = 4.Maintenant, supposons l'existene d'un stable S∗ de taille t possédant un et un seul ardans haque stable Su pour tout u = 1, . . . , r. Auun de es ars ne pouvant être de mêmerang, S∗ ne ontient don qu'un et un seul ar de rang j pour tout j = 1, . . . , t. Admettonsque l'ar A∗
1 ∈ S∗ provenant du stable S1 soit de rang j. D'après la remarque préédente, S∗possède néessairement un ar de rang (j−1) mod t appartenant à un des stables S2, . . . , Sr.Or, par dé�nition, tous les ars de rang (j − 1) mod t et di�érents de A∗

1 hevauhent emême ar A∗
1. Par onséquent, nous aboutissons à une ontradition et il n'existe auunstable de taille t dans S1, . . . , Sr ayant la propriété désirée. En prolongeant la preuve, onpeut même montrer qu'il n'existe pas d'autre stable de taille t que les stables S1, . . . , Sreux-mêmes.Bien que le lemme 4.2 de déoupage ne puisse pas s'étendre aux ars irulaires, nousremarquons que la démonstration de la proposition 4.5 autorise l'emploi d'une version plusfaible du lemme en question. En e�et, les stables sur lesquels le lemme de déoupage est ap-



4.2 Su�sane pour les graphes d'intervalles ou d'ars 79pliqué sont tous de taille stritement supérieure à k. Or le lemme 4.2 tient toujours lorsqueles stables sont de taille k. Peut-on utiliser ette remarque a�n d'étendre la proposition 4.5aux graphes d'ars ? La réponse est oui, en utilisant la version suivante du lemme de déou-page où haque stable n'est plus de taille t, mais de taille t + 1.Lemme 4.3 (Lemme faible de déoupage) Soit r stables disjoints S1, . . . , Sr ontenanthaun au moins t + 1 ars irulaires (1 ≤ r ≤ t), ainsi que r entiers positifs β1, . . . , βrtel que ∑r
u=1 βu = t. Alors il existe un stable S∗ de taille t tel que pour tout u = 1, . . . , r,exatement βu ars de S∗ appartiennent à Su. De plus, e stable S∗ peut être extrait entemps O(rt) si les ars de haque stable sont ordonnés.Preuve. La démonstration repose sur le lemme 4.2 de déoupage. Soit p un point du erle.Pour tout u = 1, . . . , r, retirons de haque stable Su l'ar qui ontient p (il en existe auplus un). Suite au retrait de es ars, le point p n'est ouvert par auun ar de S1, . . . , Sr.Par onséquent, le graphe induit par es stables est maintenant un graphe d'intervalles,sur lequel le lemme de déoupage peut s'appliquer (puisque haque stable est de taille aumoins t). Clairement, le retrait des ars ne demande qu'un temps O(rt). Ensuite, la proé-dure Déouper-Intervalles peut diretement être utilisée sur le nouvel ensemble d'ars, àondition que les ars de haque stable soient renumérotés à partir du point p et dans l'ordreirulaire. Le temps total néessaire à l'extration du stable S∗ reste don en O(rt). ⊓⊔En aord ave la disussion préédente, la proposition suivante et son orollaire sontétablies.Proposition 4.6 (Propriété de redéoupage) Les graphes d'ars partagent la propriétéde redéoupage, quel que soit k.Corollaire 4.11 (Complexité du redéoupage) Le problème Ordo peut être résolu entemps et espae O(n) pour les graphes d'ars, étant données en entrée une oloration dugraphe où haque ouleur apparaît au moins k fois et une représentation par ars ordonnée.Remarque. Un orollaire du lemme 4.3 est que les graphes d'ars ne ontiennent pas le graphe

Kk+1,k+1 omme sous-graphe induit pour k ≥ 2. À la di�érene des graphes d'intervalles, ilsadmettent omme sous-graphe induit le graphe K2,2, 'est-à-dire le yle C4 (tout ommeles graphes sans K1,3).Le as des graphes de toléranes propresComme nous l'avons évoqué en introduisant e hapitre, le graphe Kk+1,k+1 appartient àla lasse des graphes de toléranes bornées, quel que soit k (voir la �gure 4.4). Toutefois, unequestion reste en suspens : le graphe Kk+1,k+1 possède-t-il une représentation par toléranespropres ? Dans ette dernière partie, nous apportons une réponse à ette question pour
k = 2, en démontrant que les graphes de toléranes propres ne possèdent auune opieinduite du graphe K3,3. D'un autre �té, nous montrerons que le lemme de déoupage nepeut pas s'étendre aux graphes de toléranes unitaires pour k ≥ 3, même dans sa versionfaible. Nous rappelons que la tolérane d'un intervalle (ou sommet) i est notée t(i).
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t(I0, I1, I2) = 0

t(I5) = 5I5

I4 t(I4) = 5

I3 t(I3) = 5

I0 I1 I2

0 1 2 3 4 5Fig. 4.4 � Une représentation du graphe K3,3 par toléranes bornées.Lemme 4.4 Soit G un graphe de toléranes propres et A,B deux stables disjoints de Gontenant haun trois sommets. Alors il existe un sommet dans A et un sommet dans Bqui ne sont reliés par auune arête.Preuve. Considérons une représentation par toléranes propres du graphe G où tous lesintervalles sont ouverts et notons A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2, b3} ave (i) g(a1) ≤
g(a2) ≤ g(a3) et g(b1) ≤ g(b2) ≤ g(b3) (omme les intervalles sont propres, les extrémitésdroites satisfont les mêmes inégalités). Sans perdre de généralité, nous pouvons admettre que
g(a2) ≤ g(b2). Nous a�rmons alors que les sommets a1 et b3 ne sont reliés par auune arêtedans le graphe G. Pour ela, montrons que d(a1) − g(b3) ≤ min{t(a1), t(b3)}. Les ouplesde sommets a1, a2 et b2, b3 appartenant haun à un même stable, nous avons que (ii)
d(a1)− g(a2) ≤ min{t(a1), t(a2)} et d(b2)− g(b3) ≤ min{t(b2), t(b3)}. Comme les intervallessont propres et que g(a2) ≤ g(b2), nous avons aussi que (iii) d(a1) − g(a2) ≥ d(a1) − g(b2)et d(b2)− g(b3) ≥ d(a2)− g(b3). En ombinant les inégalités (i), (ii) et (iii), nous obtenonsalors que

d(a1)− g(b3) ≤ d(a1)− g(b2) ≤ d(a1)− g(a2) ≤ min{t(a1), t(a2)} ≤ t(a1)

d(a1)− g(b3) ≤ d(a2)− g(b3) ≤ d(b2)− g(b3) ≤ min{t(b2), t(b3)} ≤ t(b3)Ainsi, l'inégalité d(a1) − g(b3) ≤ min{t(a1), t(b3)} est valide et notre a�rmation justi�ée.
⊓⊔Proposition 4.7 (Propriété de redéoupage) Les graphes de toléranes propres par-tagent la propriété de redéoupage lorsque k = 2.Corollaire 4.12 (Complexité du redéoupage) Le problème 2-Ordo peut être résoluen temps et espae linéaire pour les graphes de toléranes propres, étant donnée en entréeune oloration du graphe où haque ouleur apparaît au moins deux fois.Remarque. Le problème peut même être résolu en temps et espae O(n) si une représentationpar toléranes propres est fournie en entrée. Notons que e type de résultat peut s'avérerutile à la oneption d'un algorithme dédié à la résolution du problème 2-Ordo pour lesgraphes de toléranes propres, omme ela a été fait pour les graphes d'intervalles (voirl'algorithme 2-Ordo-Intervalles, p. 27).



4.2 Su�sane pour les graphes d'intervalles ou d'ars 81L'extension de la proposition préédente pour k ≥ 3 semble être un problème di�ile.En e�et, nous allons voir au travers de l'exemple suivant que toute tentative d'extension dulemme de déoupage aux graphes de toléranes unitaires et bornées est vouée à l'éhe (yompris dans sa version faible).Soit Mk le graphe dé�ni omme l'union de deux ensembles de sommets numérotés de 1à k et dont les seuls ouples de sommets non onnetés par une arête sont eux qui portentdes numéros identiques. Dé�nissons maintenant le graphe Nk, pour k ≥ 3, omme l'unionde deux graphes Mk et d'un stable S de taille k2 − 3k (voir la �gure 4.5). Le graphe Nkpossède une partition S1, . . . , Sk en k stables de taille k+1, où haque stable Sk est omposédes quatre sommets portant le numéro k dans Mk ∪Mk et de k − 3 sommets de S. Nousa�rmons que de e graphe Mk ne peut être extrait auun stable S∗ de taille k et possédantun sommet dans haque stable Su pour tout u = 1, . . . , k. En e�et, si un sommet i de
S∗ appartient au sous-graphe Mk, alors auun autre sommet de Mk ne peut appartenir à
S∗ (puisque le seul sommet ave lequel i n'est pas onneté dans Mk appartient au mêmestable que i). Par onséquent, le stable S∗ doit ontenir au moins k− 2 sommets provenantdu sous-graphe Nk \ (Mk ∪Mk) et appartenant haun à des stables di�érents, e qui estimpossible puisque haque stable Su (1 ≤ u ≤ k) ne ontient pas plus de k − 3 sommetsdans e sous-graphe.

M4 M4

S1

S2

S3

S4 Fig. 4.5 � Le graphe N4.À présent, voii une représentation de Mk par toléranes unitaires et bornées. Soit pun point entier sur l'axe des réels et ℓ un entier supérieur à 4k. Pour tout i = 1, . . . , k,les deux sommets portant le numéro i sont respetivement représentés par les intervalles
Ig
i =]p + i − ℓ, p + i[ et Id

i =]p − i, p − i + ℓ[ munis des toléranes t(Ig
i ) = t(Id

i ) = 2i (voirla �gure 4.6). L'ensemble omposé des intervalles Ig
i , respetivement Id

i , induit une lique,ar eux-i partagent une portion de l'axe de longueur supérieure à 2k. Ensuite, pour toutepaire d'intervalles Ig
i et Id

i′ , nous avons |Ig
i ∩Id

i′ | = i+ i′ ; leurs toléranes respetives étant de
2i et 2i′, eux-i ne sont don reliés par une arête que si i+ i′ ≤ 2i et i+ i′ ≤ 2i′, soit i = i′.Par onséquent, ette représentation est orrete. De plus, une représentation du graphe Nkpar toléranes unitaires et bornées se déduit aisément de elle-i. Ainsi, la version faible dulemme de déoupage tient pour les graphes de toléranes propres lorsque t = 2 (d'aprèsle lemme 4.4), mais pas pour les graphes de toléranes unitaires et bornées lorsque t ≥ 3.Puisque le graphe M2 est isomorphe au yle C4, nous pouvons remarquer que la versionforte du lemme ne tient pas non plus lorsque t = 2.
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p

Ig
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Ig
3

Ig
2

Id
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Id
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Id
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RFig. 4.6 � Une représentation du graphe M3 par toléranes unitaires.Remarque. La version faible du lemme de déoupage tient pour les graphes planaires lorsque
t = 2, puisqu'un graphe planaire ne peut ontenir le graphe K3,3 omme sous-graphe induit(d'après le théorème de Kuratowski, f. [46, p. 80�84℄). Par onséquent, les graphes planairespartagent la propriété de redéoupage lorsque k = 2. D'un autre �té, le graphe N3 admetune représentation planaire, e qui ondamne toute tentative d'extension pour t = 3. Commepour les graphes de toléranes propres, la question suivante se pose alors : les graphesplanaires partagent-ils la propriété de redéoupage lorsque k ≥ 3 ?4.3 Su�sane pour les graphes triangulésDans ette dernière setion, nous disutons de la propriété de redéoupage hez lesgraphes triangulés. En dépit de nombreux e�orts, nous ne sommes parvenus à étendre laproposition 4.5 que pour k ≤ 4.Proposition 4.8 (Propriété de redéoupage) Les graphes triangulés partagent la pro-priété de redéoupage lorsque k ≤ 4.Comme pour les graphes d'intervalles ou d'ars, la preuve de ette proposition reposesur un lemme de déoupage. Mais avant de détailler e lemme, voii la propriété ruialesur laquelle repose toutes les preuves de ette setion.Lemme 4.5 (Propriété loale de faible densité) Soit A,B deux stables disjoints dansun graphe triangulé. Alors le sous-graphe induit par A et B est une forêt ontenant au plus
|A|+ |B| − 1 arêtes.Preuve. Le sous-graphe induit par A et B est triangulé, don il ne ontient pas de yleinduit de longueur supérieure ou égale à quatre. Étant biparti, il ne ontient pas non plusde yle induit de longueur trois. Par onséquent, elui-i est aylique et ne ontient donpas plus de |A|+ |B| − 1 arêtes. ⊓⊔Le lemme de déoupage, ii dans sa version faible et ad ho pour k ≤ 4, est établien deux parties. La première partie, dérite i-dessous, permet d'extraire des stables detaille deux ou trois lors de l'appliation de la méthode de déoupage utilisée pour la preuve



4.3 Su�sane pour les graphes triangulés 83des proposition 4.5 et 4.6, pour k ≤ 4. Nous dirons qu'un sommet est d-onneté (resp.exatement d-onneté) à un stable lorsqu'il est onneté à au moins (resp. exatement) dsommets de e stable.Lemme 4.6 (Lemme ad ho de déoupage) Soit A,B,C trois stables disjoints dans ungraphe triangulé :(1) si A et B sont haun de taille deux, alors il existe un stable de taille deux ave unsommet dans A et un sommet dans B ;(2) si A et B sont haun de taille trois, alors il existe un stable de taille trois ave deuxsommets dans A et un sommet dans B ;(3) si A, B et C sont haun de taille quatre, alors il existe un stable de taille trois aveun sommet dans haun des stables A, B et C.Preuve. La preuve de l'assertion (1) est immédiate d'après la propriété loale de faibledensité. En e�et, prenons deux sommets de A et deux sommets de B. Si (1) n'est pasvéri�ée, alors les deux sommets de A doivent être onnetés aux deux sommets de B. Celafait quatre arêtes au total, alors que la propriété loale de faible densité en impose moinsde trois. Plus diretement, l'assertion (1) déoule du fait que le graphe biparti induit par Aet B ne ontient pas de opie induite du graphe K2,2, alias le yle C4.La preuve de l'assertion (2) est tout aussi direte. Si (2) n'est pas véri�ée, les troissommets de B sont onnetés à au moins deux des trois sommets de A. Le sous-grapheinduit par es six sommets doit don ontenir six arêtes. Or, la propriété loale de faibledensité en impose moins de inq, e qui est une ontradition.Supposons maintenant qu'il n'existe pas de stable omme dérit dans l'assertion (3).Tout d'abord, nous a�rmons que tout sommet i ∈ A ∪ B ∪ C est 3-onneté à au moinsun stable parmi A,B,C. Sans perdre de généralité, admettons que i ∈ A ontredise ettea�rmation. Il existe don au moins deux sommets de B et deux sommets de C qui ne sontpas onnetés à i et d'après la propriété loale de faible densité, un des deux sommets de Bn'est pas onneté à un des deux sommets de C. Comme es derniers ne sont pas onnetés ausommet i, ils induisent ave elui-i un stable de taille trois ayant la propriété désirée, e quiest une ontradition. Notre première a�rmation est don démontrée. Prenons maintenanttrois sommets de A. D'après l'a�rmation préédente, es trois sommets doivent haun être
3-onnetés aux stables B ou C. Par onséquent, au moins deux de es trois sommets sont
3-onnetés au même stable, e qui est impossible sans violer la propriété loale de faibledensité. ⊓⊔Remarque. Nous verrons par la suite que l'assertion (3) peut être renforée, au prix dequelques e�orts supplémentaires (voir le lemme 4.12, p. 87).La seonde partie du lemme de déoupage, dérite i-après, statue sur l'extration desstables de taille quatre. Hormis la preuve de l'assertion (4), la démonstration de ette seondepartie demande plus e�orts.Lemme 4.7 (Lemme ad ho de déoupage) Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dansun graphe triangulé :



84 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalité(4) si A et B sont haun de taille quatre, alors il existe un stable de taille quatre avetrois sommets dans A et un sommet dans B ;(5) si A et B sont haun de taille quatre, alors il existe un stable de taille quatre avedeux sommets dans A et deux sommets dans B ;(6) si A, B et C sont respetivement de taille six, quatre et quatre, alors il existe un stablede taille quatre ave deux sommets dans A, un sommet dans B et un sommet dans C ;(7) si A, B, C et D sont haun de taille inq, alors il existe un stable de taille quatreave un sommet dans haun des stables A, B, C et D.L'assertion (4) s'obtient diretement par appliation de la propriété loale de faibledensité. En e�et, si le stable de taille quatre que nous reherhons dans A et B n'existepas, alors haque sommet de B doit être onneté à au moins deux sommets de A. Ainsi,le sous-graphe induit par A et B doit ontenir au moins huit arêtes, alors que la propriétéloale de faible densité en impose moins de sept.Pour failiter l'ériture des preuves qui vont suivre, nous aurons besoin de quelquesdé�nitions spéi�ques. Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dans un graphe triangulé,haun de taille au moins deux. Nous appelons doublet dans (A,B) un stable de taille deuxave un sommet dans A et un sommet dans B ; par analogie, un triplet dans (A,B,C)(resp. un quadruplet dans (A,B,C,D)) est est un stable de taille trois (resp. quatre) aveun sommet dans haun des stables A, B et C (resp. A, B, C et D). Un arré dans (A,B) estun stable de taille quatre ave deux sommets dans A et deux sommets dans B ; par analogie,un quasi-arré {a, b, a′, b′} dans (A,B) orrespond à la suession des trois doublets {a, b},
{b, a′} et {a′, b′} et devient un arré si les sommets a et b′ ne sont pas reliés (voir la �gure 4.7).Nous rappelons que le degré d'un sommet i est noté d(i).

a′

b b′

A

B

a

Fig. 4.7 � Un doublet, un arré et un quasi-arré.Lemme 4.8 (Lemme des doublets) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphe tri-angulé. Si A et B sont de taille au moins t ≥ 2, alors il existe t− 1 doublets disjoints dans
(A,B).Preuve. Lorsque A et B sont de taille t = 2, l'assertion est immédiatement véri�ée (d'aprèsla propriété loale de faible densité). Pour t > 2, nous proédons de la façon suivante. Tantque t ≥ 2, nous appliquons le lemme ave t = 2 sur deux stables A′ ⊆ A et B′ ⊆ B a�n d'enretirer un doublet. Clairement, le nombre de doublets ainsi extraits sera de t− 1. ⊓⊔



4.3 Su�sane pour les graphes triangulés 85Preuve des assertions (5) et (6) du lemme de déoupageVoii le lemme sur lequel repose la preuve des assertions (5) et (6). Nous verrons qu'ilpermet aussi d'obtenir simplement l'assertion (3) du lemme 4.6.Lemme 4.9 (Lemme du arré) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphe trian-gulé. Si A et B sont haun de taille au moins quatre, alors il existe un arré dans (A,B).Preuve. Nous érirons A = {a1, a2, a3, a4} et B = {b1, b2, b3, b4}. Supposons qu'il n'existeauun arré dans (A,B). Cela implique immédiatement que pour toute paire de sommets
ai, aj ∈ A, l'inégalité d(ai) + d(aj) ≥ 3 est satisfaite (dans le as ontraire, au moins deuxsommets de B ne sont pas onnetés à ai et aj, et un arré existe dans (A,B)). Nouspouvons en déduire que trois sommets de A ont un degré au moins deux. D'un autre �té, lapropriété loale de faible densité impose que la somme des degrés des sommets appartenantà A soit inférieure ou égale à sept. Par onséquent, nous pouvons sans perdre de généralitéposer d(a1) ≤ 1, d(a2) ≥ 2, d(a3) ≥ 2 et d(a4) ≥ 2. En appliquant la propriété loalede faible densité au sous-graphe induit par A \ {a1} et B, nous obtenons aussi l'inégalité
d(a2) + d(a3) + d(a4) ≤ 6 qui, ombinée aux préédentes, nous donne (i) d(a1) ≤ 1 et
d(a2) = d(a3) = d(a4) = 2.

b4b3

A

B

a1 a2 a3 a4

b1 b2Fig. 4.8 � La haîne et le arré.Par des arguments symétriques, nous obtenons que (ii) d(b1) = d(b2) = d(b3) = 2 et
d(b4) ≤ 1 pour les sommets de l'ensemble B. Une fois réunies, les onditions (i) et (ii)forent le graphe biparti induit par A et B à être isomorphe à une haîne où {a1, a2, b3, b4}forme un arré (voir la �gure 4.8), e qui ontredit notre hypothèse première. ⊓⊔L'assertion (5) du lemme 4.7 déoule immédiatement du lemme du arré. Voii mainte-nant la preuve de l'assertion (6). Soit A,B,C trois stables disjoints dans un graphe triangulé,respetivement de taille six, quatre et quatre. D'après le lemme du arré, il existe un arré
{b1, c1, b2, c2} dans (B,C). Considérons alors le graphe biparti induit par e arré et le stable
A et supposons qu'il n'existe auun stable de taille quatre ave un sommet dans {b1, b2}, unsommet dans {c1, c2} et deux sommets dans A. Clairement, ela implique que pour toutepaire bi, cj de sommets (1 ≤ i, j ≤ 2), l'inégalité d(bi) + d(cj) ≥ 5 soit satisfaite. En som-mant les quatre inégalités en question, nous obtenons que le nombre d'arêtes dans le graphebiparti onsidéré est supérieur à dix. Or, la propriété loale de faible densité en impose unnombre inférieur ou égal à neuf, e qui est une ontradition.Remarque. Une preuve de l'assertion (3) du lemme 4.6 s'obtient par des arguments similaires.Cette tehnique de preuve peut d'ailleurs être généralisée en le lemme suivant.



86 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéLemme 4.10 Soit X = X1∪· · ·∪Xt et Y deux stables disjoints de taille 2t dans un graphetriangulé, où X1, . . . ,Xt forment t ouples disjoints de sommets (t ≥ 1). Alors il existe unstable de taille t + 1 omposé d'un sommet provenant de haque ensemble Xi (1 ≤ i ≤ t) etd'un sommet de Y .Preuve. Supposons qu'un tel stable n'existe pas. L'inégalité d(x1) + · · · + d(xt) ≥ 2t estalors satisfaite pour tout t-uplet x1 ∈ X1, . . . , xt ∈ Xt. En sommant es inégalités sur tousles t-uplets possibles, nous obtenons que d(X1) + · · · + d(Xt) ≥ 4t où d(Xi) représente lasomme des degrés des sommets appartenant à l'ensemble Xi. D'un autre �té, la propriétéloale de faible densité impose que d(X1) + · · ·+ d(Xt) ≤ 4t− 1, e qui ontredit l'inégalitépréédente. ⊓⊔La preuve de l'assertion (3) orrespond alors à la ombinaison du lemme du arré etdu lemme 4.10 où t = 2 : il su�t de poser X1 = {b1, b2}, X2 = {c1, c2} et Y = A ave
{b1, b2, c1, c2} un arré dans (B,C).Remarque. Cette seonde remarque a été émise par F. Ma�ray : l'assertion (5) peut êtrerenforée, il su�t en e�et que le stable A soit de taille inq, les stables B et C restant detaille quatre. En utilisant les mêmes arguments, nous obtenons que A∪{b1, c1, b2, c2} induitun arbre. Par reherhe exhaustive en raisonnant sur le diamètre (ou sur le degré maximum),nous ne trouvons alors que quelques arbres de e type, et tous ont la propriété voulue.Preuve de l'assertion (7) du lemme de déoupageLa preuve de l'assertion (7) reste dans le même esprit que elle que nous avons donnéepour l'assertion (3) du lemme 4.6. Celle-i repose essentiellement sur le fait qu'un tripletpeut être extrait de trois stables disjoints de taille seulement trois, a�rmation qui reposeessentiellement sur le lemme suivant.Lemme 4.11 (Lemme du quasi-arré) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphetriangulé. Si A et B sont haun de taille au moins trois, alors il existe un quasi-arré dans
(A,B).Preuve. Posons A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2, b3} et distinguons les deux as suivants.Cas (a) : le degré maximum dans le sous-graphe induit par A et B est au plus deux.Immédiatement, nous en déduisons que e sous-graphe est une union de haînes disjointes.Dans le pire des as et sans perdre de généralité, admettons que e sous-graphe soit iso-morphe à la haîne {a1, b1, a2, b2, a3, b3}. Nous observons alors que l'ensemble {a1, a2, b2, b3}induit un quasi-arré (voir la �gure 4.9).Cas (b) : le degré maximum dans le sous-graphe induit par A et B est trois. Sans perdrede généralité, admettons que le sommet a1 soit de degré trois. D'après la propriété loalede faible densité, nous obtenons immédiatement que les sommets a2 et a3 sont tous deuxde degré inférieur à un. Après élimination des isomorphismes, les deux seules on�gurationspossibles sont illustrées sur la �gure 4.10. Après avoir numéroté les sommets de es deuxon�gurations omme sur elle-i, nous remarquons que l'ensemble {a2, a3, b1, b2} forme unquasi-arré.
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b2 b3

A

B

a1 a2 a3

b1Fig. 4.9 � Lemme du quasi-arré : le as (a).
a3

b1 b2 b3

A

B

a1 a2 a3

b1 b2 b3

A

B

a1 a2

Fig. 4.10 � Lemme du quasi-arré : les deux on�gurations du as (b).
⊓⊔Lemme 4.12 (Lemme du triplet) Soit A,B,C trois stables disjoints dans un graphe tri-angulé. Si A, B et C sont haun de taille au moins trois, alors il existe un triplet dans

(A,B,C).Preuve. Posons A = {a1, a2, a3}, B = {b1, b2, b3} et C = {c1, c2, c3}. D'après le lemme pré-édent, il existe un quasi-arré dans (A,B). Sans perdre de généralité, notons {a1, b1, a2, b2}e quasi-arré (ave {a1, b2} le ouple de sommets pouvant être relié par une arête) et sup-posons qu'il n'existe auun triplet dans (A,B,C). Nous avons alors néessairement que (i)
d(a1)+d(b1) ≥ 3, d(b1)+d(a2) ≥ 3 et d(a2)+d(b2) ≥ 3. D'un autre �té, la propriété loalede faible densité impose que (ii) d(a1)+d(b1)+d(a2) ≤ 5 et d(b1)+d(a2)+d(b2) ≤ 5 (puisqueles ensembles {a1, b1, a2} et {b1, a2, b2} induisent haun un stable). Des inégalités (i) et (ii)nous pouvons déduire que 1 ≤ d(ai) ≤ 2 et 1 ≤ d(bi) ≤ 2 pour i = 1, 2. Après propagationdes ontraintes et élimination des symétries, les trois seules on�gurations possibles sont :

d(a1) d(b1) d(a2) d(b2)Cas (a) 1 2 1 2Cas (b) 1 2 2 1Cas () 2 1 2 2Cas (a) : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit onneté au sommet
c1. En appliquant suessivement les inégalités (i), nous obtenons que les ouples de sommetssuivants doivent être reliés par une arête : {b1, c2}, {b1, c3}, {a2, c1}, {b2, c2}, {b2, c3} (voirla �gure 4.11). Le sous-graphe induit par {b1, b2, c2, c3} ne respete alors pas la propriétéloale de faible densité, e qui est une ontradition.
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b1

c3c2c1

A

a1 b2a2

BFig. 4.11 � Lemme du triplet : le as (a).Cas (b) : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit onneté au som-met c1. En appliquant suessivement les inégalités (i) tout en respetant la propriété loalede faible densité, nous obtenons sans perdre de généralité que les ouples de sommets sui-vants doivent être reliés par une arête : {b1, c2}, {b1, c3}, {a2, c1}, {a2, c2}, {b2, c3} (voirla �gure 4.12). Si le sommet a1 est relié au sommet b2, alors le sous-graphe induit par
{a1, b1, a2, b2} et C est isomorphe à un yle de longueur sept sans orde, e qui est uneontradition. Dans le as ontraire, l'ensemble {a1, b2, c2} induit le triplé désiré, e quiontredit notre hypothèse première.

b1

c2c1

A

a1 b2a2

B

c3Fig. 4.12 � Lemme du triplet : le as (b).Cas () : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit onneté auxsommets c1 et c2. En appliquant suessivement les inégalités (i), nous obtenons que lesouples de sommets suivants doivent être reliés par une arête : {b1, c3}, {a2, c1}, {a2, c2} (voirla �gure 4.13). Le sous-graphe induit par {a1, a2, c1, c2} ne respete alors pas la propriétéloale de faible densité, e qui est une ontradition.
b1

c3c2c1

A

a1 b2a2

BFig. 4.13 � Lemme du triplet : le as ().
⊓⊔À présent, l'assertion (7) du lemme de déoupage peut être démontrée. Soit A,B,C,Dquatre stables disjoints dans un graphe triangulé, haun de taille inq. Tout d'abord, nous



4.3 Su�sane pour les graphes triangulés 89montrons que s'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D), alors tout sommet du sous-graphe induit par es quatre stables doit être exatement 3-onneté à un des trois stablesauxquels il n'appartient pas.Montrons que tout sommet doit être 3-onneté à un des trois stables auxquels il n'ap-partient pas. Sans perdre de généralité, supposons que a1 ∈ A ne soit 3-onneté à auundes trois stables B, C ou D. Dans e as, il existe un sous-graphe omposé de trois sommetsde B, trois sommets de C et trois sommets de D tel que haun de es neuf sommets ne soitpas onneté à a1. D'après le lemme 4.12, il existe un triplet dans e sous-graphe et donun quadruplet dans (A,B,C,D) (puisque haque sommet de e triplet n'est pas onneté à
a1), e qui est une ontradition.Sans perdre de généralité, supposons maintenant que le sommet a1 ∈ A soit 4-onnetéau stable B. Clairement, auun autre sommet de A ne peut être 3-onneté à B sansvioler la propriété loale de faible densité. Sans perdre de généralité, admettons que lessommets a2, a3 ∈ A (resp. a4, a5 ∈ A) soient 3-onnetés à C (resp. D). D'après la disussionpréédente, les sommets de D doivent être haun 3-onnetés à A, B ou C. Ainsi, au moinsun sommet de D est 3-onneté au stable B. Sans perdre de généralité, admettons que esoit le sommet d1 ∈ D. Comme a1 est 4-onneté à B, il existe deux sommets de B quisont à la fois onnetés à a1 et à d1. D'après la propriété loale de faible densité, es deuxderniers sommets doivent don être reliés par une arête. Par des arguments similaires, nouspouvons montrer qu'un autre sommet d2 est néessairement onneté à a1. En e�et, il existeun sommet de D qui est soit 3-onneté à B omme d1, ou bien 3-onneté à A et relié à
a1 (voir la �gure 4.14 en onsidérant d4, d5 ∈ D omme 3-onnetés au stable C : soit deuxsommets de D dont d1 sont 3-onnetés à B, soit deux sommets de D di�érents de d1 sont
3-onnetés à A). En résumé, le sommet a1 ∈ A est 2-onneté au stable D. Les sommets
a4, a5 ∈ A étant 3-onnetés au stable D, nous obtenons alors la ontradition suivante : lesous-graphe induit par {a1, a4, a5} et D ne respete pas la propriété loale de faible densité.
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a3a2 a4 a5

d1 d2d3 d4 d5 d3 d4 d5

A

B

a1

C

D

a3a2 a4

Fig. 4.14 � La preuve de l'assertion (7) : a1 est 4-onneté à B.Nous venons de démontrer que tout sommet du sous-graphe induit doit être exatement
3-onneté à un des trois stables auxquels il n'appartient pas. En développant le même typed'arguments, nous pouvons montrer que s'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D),alors tout sommet de e même sous-graphe ne peut pas être à la fois 3-onneté à un stableet 2-onneté à un autre. Sans perdre de généralité, supposons que le sommet a1 ∈ A soitrelié aux sommets b1, b2, b3 ∈ B et relié aux sommets c1, c2 ∈ C. Clairement, un seond



90 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitésommet de A doit être 3-onneté au stable B, un autre au stable C et les deux derniersau stable D. Sans perdre de généralité, admettons que a2 ∈ A soit 3-onneté à B, que
a3 ∈ A soit 3-onneté à C et que a4, a5 ∈ A soient 3-onnetés à D. D'après la disussionpréédente, haque sommet de D doit être 3-onneté à A, B ou C. Nous a�rmons qu'aumoins deux sommets de D satisfont une des trois onditions suivantes : (i) le sommet est
3-onneté au stable A et relié à a1, (ii) le sommet est 3-onneté à B et relié à au moinsdeux sommets parmi {b1, b2, b3}, ou bien (iii) le sommet est 3-onneté au stable C et reliéaux deux sommets {c1, c2}. A�n d'éviter de trop lourds détails tehniques, nous laissons auleteur le soin de véri�er ette a�rmation (voir la �gure 4.15).

d5

a1

C

D

a3a2 a4 a5

d1 d2 d3 d4

A

B

Fig. 4.15 � La preuve de l'assertion (7) : a1 est 3-onneté à B et 2-onneté à C.Sans perdre de généralité, notons d1 et d2 les deux sommets de D qui satisfont à une dees trois onditions. De là, nous obtenons que d1 et d2 sont tous deux onnetés au sommet
a1 (dans le as (i), ela est immédiat et dans les as (ii) et (iii), la propriété loale de faibledensité l'impose). Les sommets a4, a5 ∈ A étant 3-onnetés au stable D, nous obtenons ànouveau la ontradition suivante : le sous-graphe induit par {a1, a4, a5} et D ne respetepas la propriété loale de faible densité.Pour onlure, nous établissons en�n l'assertion (7) du lemme 4.7 de déoupage. Sup-posons pour ela qu'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D). D'après la disussionpréédente, tout sommet du sous-graphe induit par es quatre stables est exatement 3-onneté à un stable, mais ne peut pas en même temps être 2-onneté à un autre stable.Dans haque stable A, B, C ou D, deux paires de sommets sont 3-onnetées au mêmestable. Sans perdre de généralité, onsidérons que les deux sommets a1, a5 ∈ A soient 3-onnetés au stable B ave b1, b2, b3 reliés à a1 et b3, b4, b5 reliés à a5. Comme a1 et a5 nepeuvent pas être 2-onnetés à C ou D, au moins trois sommets de C et trois sommets de
D ne sont reliés ni à a1, ni à a5. Sans perdre de généralité, admettons que es sommetssoient respetivement c2, c3, c4 et d2, d3, d4 (voir la �gure 4.16). D'après le lemme du triplet,il existe un triplet ave un sommet dans {b1, b2, b4, b5}, un sommet dans {c2, c3, c4} et unsommet dans {d2, d3, d4}. Si le triplet en question omporte un des deux sommets b1 ou b2(resp. b4 ou b5), alors il induit aussi un quadruplet ave le sommet a5 (resp. a1). Dans un asomme dans l'autre, (A,B,C,D) ontient un quadruplet, e qui ontredit notre hypothèsepremière et omplète ainsi la preuve de l'assertion (7) du lemme de déoupage.
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d1 d4 d5

A

B

a1

C

D

a3a2 a4 a5

d2 d3Fig. 4.16 � La preuve de l'assertion (7) : l'épilogue.Bien qu'existentielles, les preuves des lemmes 4.6 et 4.7 de déoupage peuvent servir debase à une méthode de déoupage par reherhe exhaustive, dont la omplexité reste linéairelorsque k ≤ 4. Par onséquent, nous avons aussi le orollaire suivant.Corollaire 4.13 (Complexité du redéoupage) Le problème Ordo peut être résolu entemps et espae linéaire pour les graphes triangulés lorsque k ≤ 4, étant donnée en entréeune oloration du graphe où haque ouleur apparaît au moins k fois.Disussion et onjeturesUne question majeure reste ouverte : les graphes triangulés possèdent-ils la propriété deredéoupage lorsque k ≥ 5 ? N'ayant trouvé auun ontre-exemple allant à l'enontre deette proposition, nous émettons la onjeture suivante.Conjeture. Les graphes triangulés partagent la propriété de redéoupage, quel que soit k.Nous avons pu véri�er la validité de ette assertion pour deux sous-lasses des graphestriangulés : les forêts et les graphes sindés. Le résultat onernant les forêts est dû à Bakeret Co�man [6℄ ; l'algorithme polynomial que proposent les deux auteurs pour résoudre leproblème Ordo restreint aux forêts et aux arbres s'appuie sur e résultat. La preuve que nousproposons ii, plus direte que l'originale, fournit un algorithme simple pour le redéoupage.Proposition 4.9 (Baker et Co�man, 1996) Les forêts partagent la propriété de redé-oupage, quel que soit k.Preuve. Soit F = (X,Y,E) une forêt sous la forme d'un graphe biparti ave |X| ≥ k et
|Y | ≥ k. Nous pouvons onsidérer que |X| = k + βx et |Y | = k + βy ave 1 ≤ βx, βy ≤ k− 1(si tel n'est pas le as, il su�t d'extraire des stables de taille exatement k dans X et Y a�ns'y ramener). Si βx + βy > k, alors déouper F de façon triviale en quatre stables de tailleau plus k est le mieux que l'on puisse faire. Dans le as ontraire, 'est-à-dire βx + βy ≤ k,nous montrons que l'on peut toujours extraire de F un stable de taille exatement βx + βyet obtenir ainsi une partition en trois stables de taille au plus k.



92 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitéLorsque βx+βy ≤ k, nous avons min{βx, βy} ≤ k/2. Sans perdre de généralité, admettonsque βx ≤ k/2 et onsidérons trois ensembles disjoints X1 ∪X2 ∪X3 ⊆ X, haun de taille
βx. S'il n'existe pas dans F de stable ave βx sommets dans Xi (1 ≤ i ≤ 3) et βy sommetsdans Y , alors la somme des degrés des sommets de Xi doit être supérieure à k + 1. En e�et,si tel n'est pas le as, βy sommets de Y ne sont onnetés à auun sommet de Xi (puisque
Y = k + βy) et le stable reherhé existe. Ainsi, nous obtenons la ontradition suivante : lenombre d'arêtes dans F doit être supérieur à 3k + 3, alors que la propriété loale de faibledensité en impose pas plus de 2k + βx + βy − 1 ≤ 3k − 1. ⊓⊔Proposition 4.10 Les graphes sindés partagent la propriété de redéoupage, quel que soit
k.Preuve. Considérons une partition d'un graphe sindé tel que tous les stables soient de tailleau moins k. Comme le graphe est sindé, tous les sommets n'appartenant pas à une liquemaximum induisent néessairement un stable. Après avoir extrait autant de stables de taille
k que e qu'il y a de sommets dans la lique maximum, l'ensemble des sommets restantspeut don être déoupé de façon optimale. ⊓⊔Corollaire 4.14 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espae linéaire pour lesforêts et les graphes sindés, étant donnée en entrée une oloration du graphe où haqueouleur apparaît au moins k fois.Valider la onjeture préédente néessite l'extension des assertions (3) et (7) du lemmede déoupage au as k = 5, 'est-à-dire un réponse à la question : peut-on extraire de inqstables disjoints de taille six un stable ave un sommet dans haun de es inq stables ?La démonstration que nous donnons de l'assertion (7) est longue et fastidieuse et nousne pensons pas pouvoir l'étendre. En revanhe, voii une piste de travail que nous avonsommené à explorer et dont l'issue nous semble plus favorable.Nous montrons qu'un lemme moins fort que le lemme du arré su�t à l'obtention del'assertion (3) du lemme 4.6 de déoupage. Bien que les lemmes du arré et du quasi-arréimpliquent elui-i, nous donnons la preuve suivante, plus direte.Lemme 4.13 (Lemme a�aibli du quasi-arré) Soit A,B deux stables disjoints dans ungraphe triangulé. Si A et B sont haun de taille au moins quatre, alors il existe un quasi-arré dans (A,B).Preuve. D'après le lemme 4.8 des doublets, les deux stables A et B induisent trois doubletsnotés respetivement {a1, b1}, {a2, b2} et {a3, b3}. S'il n'existe auun quasi-arré dans (A,B),alors haque paire ai, bj de sommets (1 ≤ i, j ≤ 3) ave i 6= j doit être reliée par une arête.Ainsi, nous obtenons la ontradition suivante : le sous-graphe induit par les trois doubletsdoit ontenir six arêtes, alors que la propriété loale de faible densité en impose moins deinq. ⊓⊔L'assertion (3) du lemme de déoupage s'obtient alors de la manière suivante. Soit
A,B,C trois stables disjoints dans un graphe triangulé, haun de taille au moins quatre.



4.3 Su�sane pour les graphes triangulés 93D'après le lemme préédent, il existe dans (A,B) un quasi-arré {a1, b1, a2, b2} ave a1, a2 ∈
A, b1, b2 ∈ B et a1 non onneté à b2.Supposons qu'il n'existe auun stable de taille trois ave un sommet dans {a1, a2}, unsommet dans {b1, b2} et un sommet dans C = {c1, c2, c3, c4}. Clairement, haque sommetde C doit être touhé par au moins une arête provenant de haun des trois doublets duquasi-arré (si tel n'est pas le as, il existe immédiatement un triplet dans (A,B,C)). Ainsi,nous pouvons a�rmer que (i) d(a1)+d(b1) ≥ 4, d(b1)+d(a2) ≥ 4 et d(a2)+d(b2) ≥ 4. D'unautre �té, l'appliation de la propriété loale de faible densité dans les deux sous-graphesinduits respetivement par les stables {a1, b1, a2} et C et par les stables {b1, a2, b2} et Cnous fournit les inégalités (ii) d(a1)+d(b1)+d(a2) ≤ 6 et d(b1)+d(a1)+d(b2) ≤ 6 (par abusde langage, d dénote ii le degré du sommet dans le sous-graphe en question). En joignantles inégalités (i) et (ii), nous obtenons que haque sommet du quasi-arré {a1, b1, a2, b2}doit être exatement 2-onneté au stable C. À présent, onsidérons le doublet {a1, b1} duquasi-arré et admettons sans perdre de généralité que a1 soit onneté à c1, c2 et b1 soitonneté à c3, c4. En appliquant les mêmes arguments au doublet {b1, a2}, nous obtenonsalors que le sommet a2 doit être onneté à c1, c2, e qui impossible sans violer la propriétéloale de faible densité.Cette tehnique de preuve semble pouvoir s'étendre au as k = 4, même si ela est moinslair qu'ave k = 3. Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dans un graphe triangulé, haunde taille au moins inq. Admettons qu'il existe un ensemble R = {a1, b1, c1, a2, b2, c2} dans
(A,B,C,D) tel que les sous-ensembles {a1, b1, c1}, {b1, c1, a2}, {c1, a2, b2} et {a2, b2, c2} in-duisent haun un stable. En appliquant la tehnique utilisée préédemment, nous obtenonsle système d'inégalités suivant pour les sommets de l'ensemble R :











































d(a1) + d(b1) + d(c1) ≥ 5

d(b1) + d(c1) + d(a2) ≥ 5

d(c1) + d(a2) + d(b2) ≥ 5

d(a2) + d(b2) + d(c2) ≥ 5

d(a1) + d(b1) + d(c1) + d(a2) ≤ 8

d(b1) + d(c1) + d(a2) + d(b2) ≤ 8

d(c1) + d(a2) + d(b2) + d(c2) ≤ 8De e système nous pouvons déduire que haque sommet de l'ensemble R doit être 3-onneté au stable D. Une étude de as (dont le détail est sans intérêt ii) nous permetalors de onlure qu'il existe un quadruplet dans (A,B,C,D). Par analogie aux quasi-arrés, l'ensemble R sera appelé quasi-retangle. Suite à ette disussion, nous avons donl'assertion suivante.Lemme 4.14 Soit A,B,C,D quatre stables dans un graphe triangulé, haun de taille aumoins inq. S'il existe un quasi-retangle dans (A,B,C,D), alors il existe un quadrupletdans (A,B,C,D).Remarque. Nous pensons que l'utilisation raisonnée d'un ordinateur peut être utile à lavalidation ou au rejet des deux onjetures que nous avons émises. Nous avons par exemplefait orrespondre aux assertions (3) et (7) un programme linéaire en nombres entiers dont une



94 Chapitre 4. Une ondition su�sante pour l'optimalitésolution induirait un ontre-exemple. Les variables 0/1 du programme orrespondent auxarêtes du sous-graphe induit par les quatre stables et ses ontraintes dérivent la propriétéloale de faible densité ainsi que la non existene du stable que l'on reherhe. Dans le asde l'assertion (7), la résolution du programme (dont nous savons à présent qu'il n'a pasde solution) devient toutefois très di�ile et néessite l'ajout de oupes orrespondant auxdi�érents lemmes que nous avons pu établir (lemme du arré, lemme du triplet, et.), ainsiqu'à l'élimination des symétries.Pour onlure, nous proposons une onjeture plus forte enore que la préédente, ten-dant à uni�er tous les résultats de ette setion. En e�et, la propriété énonée dans etteseonde onjeture, dérivée de la propriété loale de faible densité, est partagée par lesgraphes sans K1,3, les graphes d'ars et les graphes triangulés.Conjeture. Les graphes dont tout sous-graphe induit par deux stables disjoints A et B neomporte pas plus de |A|+ |B| arêtes, partagent la propriété de redéoupage, quel que soit
k.4.4 Synthèse des résultatsPour lore le hapitre, voii une brève synthèse des résultats obtenus onernant lapropriété de redéoupage et sa omplexité.Graphes sans K1,3 Graphes d'intervalles Graphes d'ars

k ≥ 2 O(n2/k) O(n + m) O(n + m)Fig. 4.17 � La omplexité du redéoupage pour les graphes sans K1,3 et les graphes d'ars.Graphes de toléranes propres Graphes de toléranes
k = 2 O(n + m) ontre-exemple
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) ontre-exempleFig. 4.18 � La omplexité du redéoupage pour les graphes de toléranes.Forêts Graphes sindés Graphes triangulés

k ≤ 4 O(n + m) O(n + m) O(n + m)

k ≥ 5 O(n + m) O(n + m) ouvertFig. 4.19 � La omplexité du redéoupage pour les graphes triangulés.Contrairement au as des graphes triangulés, nous pensons qu'il existe des graphes detoléranes unitaires et bornées ne partageant pas la propriété de redéoupage.



Chapitre 5Sur ertains problèmes de partitionrelatifs aux graphes d'intervallesDans e hapitre, nous abordons ertains problèmes de partition touhant de près ou deloin la lasse des graphes d'intervalles 1. Nous étudions tout partiulièrement le problèmede la partition d'un graphe d'intervalles, ou d'ars, en sous-graphes (induits) d'intervallespropres. Immédiatement, deux questions peuvent être posées onernant e problème. Lapremière, plut�t soulevée par le mathématiien, est : peut-on trouver de bonnes bornes infé-rieure et supérieure sur la taille de la partition minimum d'un graphe d'intervalles (ou d'ars)en sous-graphes d'intervalles propres ? La seonde, plut�t soulevée par l'informatiien, est :existe-t-il un algorithme e�ae pour déterminer une telle partition ?Nous apportons une réponse à la première question au travers du théorème présentéi-dessous. Bien que la preuve de e résultat fournisse quelques éléments de réponse à laseonde question, elle-i reste ouverte.Théorème 5.1 Tout graphe d'intervalles, ou même d'ars, à n sommets admet une parti-tion en moins de O(log n) sous-graphes d'intervalles propres. De plus, ette borne est atteintepour une famille in�nie de graphes d'intervalles.La preuve onstrutive de e résultat fournit un algorithme en temps et espae linéairepour aluler une telle partition. De fait, e résultat peut avoir des appliations dans lamise au point d'algorithmes d'approximation pour ertains problèmes di�iles relatifs auxgraphes d'intervalles ou d'ars. En e�et, beauoup de problèmes di�iles pour es graphesdeviennent plus failes à traiter dès lors qu'il s'agit de graphes d'intervalles propres. Dansla deuxième setion, nous présenterons une appliation de e type à la roisée des domainesde l'ordonnanement de tâhes et de la plani�ation de personnel, à l'origine des travauxprésentés dans e hapitre. En�n, nous disuterons dans la troisième setion de quelquesproblèmes et résultats relatifs à la partition d'un graphe d'intervalles en sous-graphe d'in-tervalles propres. Mais tout d'abord, voii la démonstration du théorème 5.1.1Les résultats présentés dans e hapitre apparaissent en partie dans [64℄ et [67℄ (en anglais).95



96 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervalles5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propresPour ommener, nous donnons une première preuve du théorème, s'appuyant notam-ment sur une onstrution en temps et espae linéaire. Par la suite, d'autres types deonstrution seront exploitées a�n d'a�ner la borne supérieure du théorème.Une première borne supérieureLe lemme suivant nous permet d'obtenir une borne supérieure en fontion de t lorsque legraphe d'intervalles est sans K1,t. La plus petite valeur t pour laquelle un graphe d'intervallesest sans K1,t peut être déterminée en temps O(n2) omme suit. Pour haque intervalle Ii(1 ≤ i ≤ n), aluler la taille ti du plus grand stable parmi tous les intervalles intersetéspar Ii : il est alors assez faile de voir que t = max{ti | 1 ≤ i ≤ n}. Les intervalles de lareprésentation étant ordonnés, le alul d'un stable maximum ne prend qu'un temps O(n)[81℄.Lemme 5.1 (Lemme de partition linéaire) Soit G un graphe d'intervalles sans K1,t,ave t > 1. Alors G admet une partition en moins de ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervalles propres.De plus, ette partition s'obtient en temps et espae linéaire.Preuve. Un algorithme est proposé pour la onstrution de ette partition. De façon syn-thétique, l'algorithme extrait et olore linéairement des liques de G ave l'ensemble deouleurs {0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1} ; la sortie de l'algorithme sera la partition de G induite par es
⌊t/2⌋ ouleurs.Algorithme Colorer-Cliques ;Entrée : un graphe d'intervalles G sans K1,t (t > 1) ;Sortie : une partition de G en ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervalles propres ;Début ;aluler une représentation par intervalles I1, . . . , In of G, ordonnée selon <g ;

C0 ← · · · ← C⌊t/2⌋−1 ← ∅, i← 1, j ← 0 ;tant que i ≤ n faire
Cj ← {Ii}, dclique ← d(Ii), i← i + 1 ;tant i ≤ n et g(Ii) ≤ dclique faire

Cj ← Cj ∪ {Ii} ;si d(Ii) < dclique alors dclique ← d(Ii) ;
i← i + 1 ;

Cj mod ⌊t/2⌋ ← Cj mod ⌊t/2⌋ ∪ {Cj}, j ← j + 1 ;retourner C0, . . . , C⌊t/2⌋−1 ;Fin ;Puisque le alul d'une représentation par intervalles ordonnée se fait en temps et espae
O(n+m) [32, 82℄, l'algorithme tout entier peut s'exéuter en temps et espae linéaire. Nousétablissons maintenant sa validité en montrant que haque lasse de ouleur Cr (0 ≤ r ≤
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⌊t/2⌋ − 1) induit un graphe d'intervalles propres. Soit Cr = {Cr

1 , . . . , Cr
q} l'ensemble desliques a�etées à Cr par l'algorithme, dans l'ordre de leur extration. Si q ≤ 2, alors Crest immédiatement sans K1,3. Dans le as ontraire, supposons que Cc ontienne une opieinduite de K1,3 ave Ia, représentant son sommet entral, et Ib ≺ Ic ≺ Id ses trois feuilles.Clairement, es feuilles appartiennent à des liques disjointes et nous pouvons poser Ib ∈ Cr

u,
Ic ∈ Cr

v et Id ∈ Cr
w ave 1 ≤ u < v < w ≤ q. Par l'algorithme, Ia appartient néessairementà Cr

u.À présent, séletionnons dans haque lique Cj oloriée par l'algorithme entre Cr
u et

Cr
w l'intervalle de plus petite extrémité droite et ajoutons-le à un ensemble S, initialementvide. Nous a�rmons que S induit un stable de taille au moins 2⌊t/2⌋+ 1. En e�et, si deuxintervalles de S se hevauhent, alors ils appartiennent à une lique de même ouleur, e quiest une ontradition. Au moins ⌊t/2⌋ liques sont olorées par l'algorithme entre Cr

u et Cr
v(non ompris) et enore ⌊t/2⌋ entre Cr

v et Cr
w (non ompris). Par onséquent, S ontient aumoins 2⌊t/2⌋+ 1 éléments et l'assertion est véri�ée.Comme l'intervalle Ia ∈ Cr

u hevauhe l'intervalle Id ∈ Cr
w, elui-i hevauhe aussitous les intervalles de S, exepté peut-être le dernier intervalle (en partant de la gauhe),qui appartient à Cr

w. Ce dernier intervalle est alors remplaé par Id, qui ne hevauhe pasl'avant-dernier intervalle de S (en e�et, si e n'était pas le as, Id n'appartiendrait pas à
Cr

w). Le stable S ainsi formé est de taille 2⌊t/2⌋ + 1 ≥ t, pour tout t > 1. Nous obtenonsainsi qu'au moins t intervalles disjoints sont intersetés par Ia, e qui ontredit le fait que
G est sans K1,t. Par onséquent, l'ensemble Cr induit bien un graphe d'intervalles sans
K1,3, i.e. un graphe d'intervalles propres d'après le théorème de Roberts [131℄ (voir aussi lethéorème 1.3), et la orretion de l'algorithme est démontrée. ⊓⊔Remarque. L'algorithme Colorer-Cliques a�ete les ouleurs dans l'ordre 0, . . . , ⌊t/2⌋−1.En fait, l'algorithme reste orret en prenant omme motif n'importe quelle permutationde l'ensemble {0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1, 0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1}, répétée autant de fois que ela est né-essaire pour ompléter l'a�etation (la preuve reste la même que elle que nous avonsexposée i-dessus). Cela implique notamment qu'il existe au moins (2t′)!/(2t′t′!) partitionsnon isomorphes d'un graphe d'intervalles sans K1,t en t′ = ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervallespropres. Par exemple, si le graphe admet une partition en deux sous-graphes d'intervallespropres, les liques peuvent être olorées à l'aide d'une des trois séquenes de ouleurs sui-vantes : {0, 1, 0, 1}, {0, 1, 1, 0} ou {0, 0, 1, 1}. Tout autre séquene valide sera néessairementisomorphe à une de es trois.L'ensemble des liques C1, . . . , Cj extraites de G forme lairement une partition de Gen liques. En fait, ette partition, que nous appellerons par la suite partition en liquesanonique, induit une partition minimum de G en liques. En e�et, en prenant l'intervallede plus petite extrémité droite dans haque lique Cj, nous obtenons un stable maximumde G. Par onséquent, le ardinal de ette partition en liques est néessairement minimum.Comme nous l'avions déjà préisé (voir la remarque p. 47), le alul d'un stable maximum oud'une partition minimum en liques ne prend don qu'un temps O(n), si une représentationpar intervalles ordonnée selon <g (ou <d) est donnée en entrée.Lemme 5.2 Tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3((n + 1)/2)⌉sous-graphes d'intervalles sans K1,5. De plus, ette partition s'obtient en temps et espae



98 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervalleslinéaire.Preuve. D'après la proposition 1.1, une représentation I1, . . . , In de G par intervalles ouverts,dont les extrémités sont dans {1, . . . , n}, s'obtient en temps et espae linéaire. Notons ℓ lalongueur maximum d'un intervalle de ette représentation (ℓ ≤ n−1). Maintenant, e�etuonsune partition des intervalles selon leur taille, omme suit : l'ensemble I1 ontient les inter-valles de longueur {1, 2, 3, 4}, l'ensemble I2 ontient les intervalles de longueur {5, . . . , 16}, etplus généralement, l'ensemble Ii ontient les intervalles de longueur {2·3i−1−1, . . . , 2·3i−2}.De ette façon, nous obtenons ⌈log3((ℓ + 2)/2)⌉ ensembles, dont nous pouvons montrer quehaun induit un graphe d'intervalles sans K1,5.Supposons qu'un ensemble Ii ne satisfasse pas ette ondition. Cela implique qu'unintervalle de Ii ontient proprement au moins trois intervalles disjoints. L'intervalle le plusgrand de Ii étant de longueur 2 · 3i − 2, la somme des longueurs de es trois intervalles doitdon être inférieure à 2 · 3i − 2. D'un autre �té, l'intervalle le plus petit de Ii étant delongueur 2 · 3i−1− 1, la somme des longueurs de es trois intervalles ne peut être supérieureà 2 · 3i − 3, e qui ontredit l'a�rmation préédente. ⊓⊔Remarque. La démonstration peut être réalisée à l'aide d'une représentation par intervallesfermés, dont les extrémités sont dans {1, . . . , 2n}. La partition doit alors se faire de manièreà e que l'ensemble Ii ontienne les intervalles de longueur {4 · 3i−1 − 3, . . . , 4 · 3i − 4} pour
i = 1, . . . , ⌈log3((ℓ + 4)/4)⌉ (ii ℓ ≤ 2n− 1). En fait, une généralisation de la preuve permetde montrer que tout graphe d'intervalles admet une partition en O(logt n) sous-graphesd'intervalles sans K1,t+2, pour tout entier t > 1.Proposition 5.1 (Borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'ars) admet unepartition en moins de 2⌈log3((n + 1)/2)⌉ (resp. 2⌈log3((n + 1)/2)⌉ + 1) sous-graphes d'in-tervalles propres, pour n > 1. De plus, ette partition s'obtient en temps et espae linéaire.Preuve. La preuve de la borne supérieure pour les graphes d'intervalles déoule immédia-tement de la ombinaison du lemme 5.2 et du lemme 5.1 de partition linéaire pour t = 5.Quant aux graphes d'ars, nous proédons de la façon suivante. Tout d'abord, alulons entemps et espae linéaire une représentation par ars du graphe [120℄. Ensuite, hoisissonsun point p sur le erle et déterminons l'ensemble V ′ des sommets orrespondant aux arsqui ontiennent p. Il su�t alors d'observer que V ′ induit une lique et que le sous-grapheinduit par V \ V ′ est un graphe d'intervalles pour obtenir la borne reherhée (toute liqueinduit de façon triviale un graphe d'intervalles propres). ⊓⊔Voii un graphe d'intervalles pour lequel la onstrution proposée i-dessus retourne unepartition en f(n) = 2⌊log3((n + 1)/2)⌋ sous-graphes d'intervalles propres. Pour simpli�erla onstrution, nous onsidérerons que n est un multiple de f(n) et nous poserons g(n) =

n/f(n) − 1. Le graphe d'intervalles en question est représenté par l'ensemble d'intervallesouverts suivant : pour tout i = 1, . . . , f(n)/2, soit un intervalle ]1, 2 · 3i − 1[, un intervalle
]1, 2 · 3i−1[, g(n) intervalles ]2 · 3i−1, 4 · 3i−1− 1[ et g(n) intervalles ]4 · 3i−1− 1, 2 · 3i− 2[. Leleteur notera que les extrémités de tous es intervalles appartiennent à l'ensemble {1, . . . , n}et que le graphe n'est pas un graphe d'intervalles propres (voir la �gure 5.1 pour un exemplede onstrution).
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4

g(24)

χ(G, k) = ω(G)

f(24)/2

11 17161 2 5 63Fig. 5.1 � Un exemple de onstrution ave n = 24 (f(24) = 4, g(24) = 5).L'appliation du lemme 5.2 nous donne une partition en f(n)/2 ensembles ontenanthaun les intervalles d'indie i dans la dé�nition préédente. Ensuite, haun de es en-sembles admet une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres par appliation dulemme de partition linéaire ave t = 5. Cette seonde partition est de surroît la meilleurepossible puisque es ensembles ontiennent haun une opie induite de K1,3. Ainsi, la par-tition obtenue après l'appliation des deux lemmes est exatement de ardinal f(n). D'unautre �té, la meilleure partition possible est de ardinal deux, omposée d'une part desintervalles ]1, 2 · 3i − 1[ et ]1, 2 · 3i−1[ pour i = 1, . . . , f(n)/2 et d'autre part des intervalles
]2 · 3i−1, 4 · 3i−1 − 1[ et ]4 · 3i−1 − 1, 2 · 3i − 2[ pour i = 1, . . . , f(n)/2. En e�et, le premierensemble induit lairement une lique (tous ses intervalles ontiennent le point d'absisse
1 + ǫ, ave ǫ > 0) et le seond est une union de liques disjointes (les intervalles d'indie ine peuvent en auun as hevauher eux d'indie i− 1).La borne inférieureComme en témoigne la proposition suivante, la borne supérieure que nous venons d'éta-blir n'est pas loin d'être la meilleure possible.Proposition 5.2 (Borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, il existe un graphe k-parti
Hk à n = (3k − 1)/2 sommets qui n'admet auune partition en moins de k = log3(2n + 1)sous-graphes d'intervalles propres.Preuve. Une représentation par intervalles de e graphe Hk s'obtient en dé�nissant réursi-vement k stables S1, . . . , Sk omme suit. Le stable S1 onsiste en un unique intervalle ouvert.Pour i = 2, . . . , k, le stable Si est obtenu en opiant le stable Si−1, puis en subdivisant ha-un de ses intervalles en trois intervalles ouverts de taille égale (voir la �gure 5.2 pour unexemple de onstrution). L'ensemble S1, . . . , Sk des stables résultant de ette onstrutioninduit un graphe k-parti dont le nombre de sommets est n =

∑k
i=1 3i−1 = (3k − 1)/2.
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S1

S2

S3

1

RFig. 5.2 � Une représentation du graphe H3 par intervalles.Comme haque stable induit de façon triviale un sous-graphe d'intervalles propres, Hkadmet immédiatement une partition en k sous-graphes d'intervalles propres. Nous allonsmontrer par indution que la plus petite partition de Hk en sous-graphes d'intervalles propresest en fait de ardinal ξ(Hk) = k. Nous prendrons don ξ(Hi−1) = i − 1 omme base del'indution pour i > 2 ; le leteur véri�era aisément que ξ(H1) = 1 et ξ(H2) = 2. À présent,supposons que ξ(Hi) < i et onsidérons une partition de Hi en i− 1 ensembles I1, . . . ,Ii−1d'intervalles, induisant haun un graphe d'intervalles propres.Considérons, sans perte de généralité, que l'unique intervalle I∗ ∈ S1 appartienne àl'ensemble I1. Nous a�rmons alors que les intervalles de l'ensemble I1\{I∗} induisent au plusdeux liques disjointes. En e�et, le ontraire impliquerait l'existene d'une opie induite de
K1,3 dans I (ave I∗ omme sommet entral et un intervalle de haune des liques disjointesomme feuille). Cette a�rmation implique qu'au moins un intervalle de S2 ainsi que tous lesintervalles issus de sa subdivision dans les stables S3, . . . , Si n'appartiennent pas à l'ensemble
I1. Or, es intervalles induisent un exemplaire du graphe Hi−1, dont la partition en sous-graphes d'intervalles propres néessite, d'après l'hypothèse d'indution, i−1 ensembles. Nousobtenons en onséquene une ontradition, puisque seuls les i − 2 ensembles I2, . . . ,Ii−1sont disponibles pour réaliser ette partition. Ainsi, nous avons ξ(Hi) = i pour i > 2 et lapreuve par indution est omplétée. En�n, l'égalité n = (3k − 1)/2 nous permet de onlureque ξ(Hk) = log3(2n + 1). ⊓⊔Remarque. La onstrution du graphe Hk peut être réalisée à l'aide d'intervalles ayant tousdes extrémités entières entre 0 et (2n + 1)/3 (qui ii est entier puisque n − 1 est multiplede trois). Il su�t pour ela de dé�nir la longueur des intervalles de Sk omme égale à un(l'unique intervalle de S1, le plus long de la représentation, sera alors de longueur 3k−1).Corollaire 5.1 (Borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe d'inter-valles qui n'admet auune partition en moins de ⌊log3(2n + 1)⌋ sous-graphes d'intervallespropres.Preuve. Dé�nissons le graphe Hk ave k le plus grand entier tel que n ≥ (3k − 1)/2, puisajoutons à elui-i exatement n− (3k−1)/2 sommets isolés. Par la proposition préédente,e graphe n'admet auune partition en moins de ⌊log3(2n + 1)⌋ sous-graphes d'intervallespropres. ⊓⊔Corollaire 5.2 Pour tout entier t ≥ 2, il existe un graphe d'intervalles sans K1,t, possédantau plus ⌊(3t− 4)/2⌋ sommets, qui n'admet auune partition en moins de ⌊log3(t− 1)⌋ + 1sous-graphes d'intervalles propres.



5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propres 101Preuve. Il su�t de remarquer que le graphe Hk dé�ni dans la proposition préédente est sans
K1,t pour t ∈ {3k−1 + 1, . . . , 3k}. En exprimant n et ξ(Hk) en fontion de t, nous obtenonsque Hk ontient au plus ⌊(3t− 4)/2⌋ sommets et n'admet auune partition en moins de
⌊log3(t− 1)⌋+1 sous-graphes d'intervalles propres pour tout t ∈ {3k−1 +1, . . . , 3k}, quelquesoit k ≥ 1. ⊓⊔Ra�nement de la borne supérieureVoii une nouvelle onstrution, légèrement plus oûteuse en temps, permettant d'abais-ser signi�ativement la borne du lemme 5.1 de partition linéaire et de là, la borne supérieurede la proposition 5.1.Lemme 5.3 (Lemme de partition logarithmique) Soit G un graphe d'intervalles sans
K1,t ave t > 1. Alors G admet une partition en moins de f0(t) = ⌈log3((t− 1)/2)⌉ + 1sous-graphes d'intervalles propres. De plus, ette partition s'obtient en temps O(n log t+m)et espae linéaire.Preuve. Voii l'algorithme permettant d'obtenir une telle partition. Par abus de langage,nous dé�nirons ii l'extrémité gauhe g(Cj) (resp. extrémité droite d(Cj)) d'une lique Cjomme la plus grande (resp. petite) extrémité gauhe (resp. extrémité droite) d'un inter-valle dans Cj. Ainsi, nous dirons qu'un intervalle traverse la lique Cj quand il hevauhela portion de droite [g(Cj), d(Cj)].Algorithme Colorer-Cliques++ ;Entrée : un graphe d'intervalles G sans K1,t (t > 1) ;Sortie : une partition de G en f0(t) = ⌈log3((t− 1)/2)⌉ sous-graphes d'intervalles propres ;Début ;aluler une représentation par intervalles I1, . . . , In de G, ordonnée selon <g ;aluler une partition anonique C0, . . . , Cq−1 de G en liques ;

i∗ ← ⌈log3((t− 1)/2)⌉, C0 ← · · · ← Ci∗ ← ∅, i← i∗ ;tant que i ≥ 0 fairepour j de 0 à q − 1 par pas de 3i faireinlure dans Ci tous les intervalles non marqués traversant la lique Cj ;marquer les intervalles qui viennent d'être inlus dans Ci ;
i← i− 1 ;retourner C0, . . . , Ci∗ ;Fin ;Tout d'abord, analysons la omplexité de l'algorithme. Comme nous l'avons vu préé-demment, aluler une représentation par intervalles ordonnée se fait en temps et espaelinéaire [32, 82℄. De là, la partition anonique de G en liques s'obtient en temps et espae

O(n). Corretement implantée, la reherhe des intervalles non marqués qui traversent lesliques séletionnées par la boule pour ne prend qu'un temps O(n). En e�et, les intervallesnon marqués qui traversent une lique Cj ont néessairement leur extrémité gauhe dans la



102 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesportion de droite ]d(Cj′), d(Cj)] où Cj′ est la lique préédemment séletionnée. Par onsé-quent, un balayage des intervalles dans l'ordre <g permettra d'e�etuer ette reherhe enune seule passe. La boule tant que étant répétée i∗ + 1 fois, soit ⌈log3((t− 1)/2)⌉+ 1 fois,l'algorithme tout entier s'exéutera en temps O(n log t + m) et espae linéaire.La validité de l'algorithme est maintenant démontrée. Les intervalles non marqués quisont inlus dans un ensemble Ci, à haque pas de la boule pour, forment une lique (esintervalles traversent tous la lique Cj). Ainsi, haque ensemble Ci (0 ≤ i ≤ i∗ − 1) estune union de liques disjointes. De plus, nous observons que trois liques ne peuvent avoirété inluses dans l'ensemble Ci sans qu'auune lique de Ci+1 ne soit interalée entre deuxde es trois. En e�et, les liques inluses dans Ci orrespondent aux ensembles d'intervallesnon marqués qui traversent Cj pour j = β · 3i ave β ≥ 0. Or, les intervalles traversantes liques Cj se trouvent déjà inlus dans Ci+1, pour tout β multiple de trois. De etteobservation, nous pouvons déduire que les ensembles C0, . . . , Ci∗−1 d'intervalles induisenthaun un graphe d'intervalles sans K1,3. Admettons qu'un intervalle Ia et trois intervalles
Ib ≺ Ic ≺ Id induisent une opie de K1,3 dans un ensemble Ci (0 ≤ i ≤ i∗ − 1). Clairement,les trois intervalles Ib, Ic, Id appartiennent à trois liques di�érentes dans Ci et l'intervalle Iadoit traverser haune de es trois liques. Or, d'après la remarque préédente, Ia traverseaussi une lique de l'ensemble Ci+1. Ce dernier ayant été onstitué avant l'ensemble Ci, ildevrait don ontenir l'intervalle Ia, e qui est une ontradition.

≥ 3i∗

R

≥ 3i∗Fig. 5.3 � Une illustration de la preuve K1,3 ⇒ K1,t.En�n, à l'aide des mêmes arguments que eux employés dans la preuve du lemme 5.1 departition linéaire, nous pouvons montrer que l'existene d'un sous-graphe induit K1,3 dans
Ci∗ implique aussit�t l'existene d'un sous-graphe induit K1,t′ dans G ave t′ = 2 ·3i∗+1 ≥ t(lorsque t > 1), e qui est une ontradition. Par onséquent, l'ensemble Ci∗ induit lui aussiun graphe sans K1,3. La preuve de ette a�rmation est illustrée par la �gure 5.3, les détailsde elle-i étant laissés au leteur. ⊓⊔Cette fois, le lemme 5.2 n'est pas néessaire à l'obtention d'une borne générale logarith-mique. Un graphe à n sommets étant trivialement sans K1,n, nous obtenons immédiatementla proposition suivante.Proposition 5.3 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'ars)admet une partition en moins de f0(n) = ⌈log3((3n − 3)/2)⌉ (resp. f0(n) + 1) sous-graphesd'intervalles propres, pour n > 1. De plus, ette partition s'obtient en temps O(n log n) + met espae linéaire.



5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propres 103Le leteur notera que les bornes supérieures o�ertes par le lemme 5.3 et la proposi-tion 5.3 sont les meilleures possibles à un près dans le as des graphes d'intervalles, et àdeux près dans le as des graphes d'ars. Toutefois, une utilisation brutale du lemme departition logarithmique onduit à des résultats peu satisfaisants sur ertaines instanes,omme par exemple le simple graphe K1,n−1. Alors que la meilleure partition possibleest de ardinal deux, l'algorithme Colorer-Cliques++ retourne une partition de ardi-nal ⌈log3((3n − 3)/2)⌉. En fait, tous les graphes ayant un nombre hromatique en O(1) etpossédant une opie induite de K1,t ave t = Ω(n) sont ritiques pour l'algorithme Colorer-Cliques++. Les deux orollaires qui suivent vont nous aider à mieux traiter e type d'ins-tanes et nous permettre ainsi d'a�ner enore la borne supérieure dans le as général. Nousrappelons que α(G) dénote la taille d'un stable maximum dans le graphe G.Corollaire 5.3 Soit G un graphe d'intervalles ave 1 < α(G) < t. Alors G admet unepartition en mois de f0(t) sous-graphes d'intervalles propres. De plus, ette partition s'obtienten temps O(n log t + m) et espae linéaire.Preuve. Tout graphe est de façon triviale sans K1,α(G)+1. Comme 1 < α(G) < t, le graphe Gest don sans K1,t et admet une partition en f0(t) sous-graphes d'intervalles propres d'aprèsle lemme de partition logarithmique. ⊓⊔Corollaire 5.4 Soit G un graphe d'intervalles ave t ≤ α(G) < n− 1. Alors G admet unepartition en moins de f0(n−t)+1 sous-graphes d'intervalles propres. De plus, ette partitions'obtient en temps O(n log t + m) et espae linéaire.Preuve. Après avoir alulé une représentation de G par intervalles, ordonnée selon <g, unstable maximum est extrait de G en temps linéaire. Celui-i étant de taille α(G) ≥ t, il restedans G au plus n− t intervalles (n− t > 1), qui admettent une partition en f0(n− t) sous-ensembles induisant haun un graphe d'intervalles propres (d'après le lemme de partitionlogarithmique). Puisque tout stable induit de façon triviale un sous-graphe d'intervallespropres, la preuve du lemme est établie. ⊓⊔Remarque. Une onséquene intéressante de es deux orollaires est elle-i. Soit G ungraphe d'intervalles satisfaisant une des deux onditions suivantes, pour t = O(1) :(1) G ne possède pas de opie induite de K1,t (ou de stable de taille supérieure à t) ;(2) G possède une opie induite de K1,n−t (ou un stable de taille supérieure à n− t).Alors G admet une partition en O(1) sous-graphes d'intervalles propres, alulable entemps et espae linéaire. Notons que ette remarque reste valable même si le lemme departition linéaire est utilisé pour e�etuer la partition.En joignant les deux orollaires préédents, nous obtenons que tout graphe d'intervallesadmet une partition en moins de f1(n, t) = max{f0(t), f0(n − t) + 1} pour n'importe quelentier t variant entre 2 et n− 2. La reherhe de la valeur de t pour laquelle f1(n, t) atteintson minimum nous onduit alors au résultat suivant : tout graphe d'intervalles admet unepartition en moins de f1(n) = ⌈log3((9n − 6)/8)⌉ sous-graphes d'intervalles propres, pour
n > 1. De plus, ette partition s'obtient en temps O(n log n + m) et espae linéaire. Le



104 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesoe�ient multipliatif de la variable n (à l'intérieur du logarithme) est dorénavant 9
8 =

1.125, et non plus 3
2 = 1.5 omme dans la proposition 5.3. Voii omment nous obtenons leminimum de la fontion f(n, t) = max{f0(t), f0(n− t)+1} sur l'ensemble t ∈ {2, . . . , n−2}.Les fontions f0(t) et f0(n− t) + 1 étant respetivement monotone roissante et monotonedéroissante sur leur ensemble de dé�nition, une borne inférieure du minimum reherhé estdonnée par l'équation f̃0(t̃) = f̃0(n− t̃)+1 pour t̃ ∈ [2, . . . , n−2] où f̃0(t̃) = log3((3t̃−3)/2).Un simple alul permet alors de véri�er que ette équation a pour unique solution t̃ =

(3n − 2)/4. De là, un minimum de f(n, t) s'obtient en prenant le minimum parmi les deuxvaleurs f0(⌈t̃⌉) et f0(n− ⌊t̃⌋) + 1, que l'on peut borner de la façon suivante :
f0(⌈t̃⌉) ≤ ⌈log3((9n − 6)/8)⌉

f0(n− ⌊t̃⌋) + 1 ≤ ⌈log3((9n + 18)/8)⌉La meilleure borne possible est don f(n) = ⌈log3((9n − 6)/8)⌉ obtenu ave la valeur t =

⌈(3n − 2)/4⌉ (pour n ≥ 6). La borne est ensuite étendue jusqu'à n > 1 en véri�ant que
f(2) = f(3) = 1 et f(4) = f(5) = 2.Cet emploi onjugué des orollaires 5.3 et 5.4 peut être généralisé par l'algorithme ré-ursif suivant. Cet algorithme prend en entrée une représentation ordonnée I d'un graphed'intervalles G et retourne en sortie une partition de G en sous-graphes d'intervalles propres.Algorithme Colorer-Cliques-Réursif ;Entrée : une représentation I du graphe G par intervalles (ordonnée selon <g) ;Sortie : une partition de G en sous-graphes d'intervalles propres ;Début ;si |I| ≤ 3 alors retourner I ;sinonhoisir une valeur de t dans {2, . . . , n− 2} ;aluler un stable maximum S dans I ;si |S| < t alors retourner Colorer-Cliques++(I) ;sinon

I ← I \ S ;retourner S ∪ Colorer-Cliques-Réursif(I) ;Fin ;Comme préédemment, nous allons reherher les valeurs de t pour lesquelles la par-tition retournée par l'algorithme est de plus petit ardinal. Tout d'abord, imaginons quel'algorithme soit appelé réursivement i fois, puis interrompu lors d'un dernier appel à laproédure Colorer-Cliques++ sur l'ensemble des intervalles restant dans I, quelque soitla valeur de |S|. Nous numérotons es appels réursifs de 0 à i inversement à l'ordre hro-nologique (l'appel 0 sera don le dernier appel et l'appel i le premier). À haque appel
j = 0, . . . , i nous assoions les entiers tj et nj orrespondant aux valeurs de t et de n lorsde et appel. Ainsi, le ardinal de la partition retournée par l'algorithme sera
fi(n, t0, t1, . . . , ti) = max{f0(ti), f0(ti−1)+1, . . . , f0(tj)+i−j, . . . , f0(t0)+i, f0(n0−t0)+i+1}Nous devons maintenant déterminer les valeurs de t0, t1, . . . , ti pour lesquelles la fontion
fi(n, t0, t1, . . . , ti) atteint un minimum. Nous montrons par réurrene sur i que es valeurs



5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propres 105sont telles que
tj =

⌈

2 · 3j

3j+1 − 1
n + O(1)

⌉pour j = 0, 1, . . . , i et permettent d'obtenir
fi(n) ≤

⌈

log3

(

3i+1

3i+1 − 1
n + O(1)

)⌉Pour i = 0 et i = 1 (pas d'appel réursif ou un seul), nous avons démontré préédemment que
f0(n) = ⌈log3((3n − 3)/2)⌉ et f1(n) = ⌈log3((9n − 6)/8)⌉ pour t0 = n et t1 = ⌈(3n − 2)/4)⌉.Maintenant, supposons que la propriété soit vraie pour i− 1 ≥ 0. Nous herhons à évaluer

fi(n) = min
t0,t1,...,ti

max{f0(ti), f0(ti−1) + 1, . . . , f0(t0) + i, f0(n0 − t0) + i + 1}qui peut être borné de la façon suivante, en utilisant l'hypothèse de réurrene :
fi(n) ≤ min

ti
max{f0(ti), fi−1(n− ti) + 1}La reherhe du minimum se fait omme préédemment en résolvant l'équation f̃0(t̃i) =

f̃i−1(n− t̃i) + 1 pour t̃i ∈ [2, . . . , n− 2] où
f̃0(n) = log3

(

3

2
n + O(1)

)

f̃i−1(n) = log3

(

3i

3i − 1
n + O(1)

)Cette équation a pour unique solution t̃i = 2·3i

3i+1−1
n + O(1). Un minimum de la fontion

fi(n) s'obtient alors pour ti = ⌈t̃i⌉, e qui donne
fi(n) ≤ f0(⌈t̃i⌉) ≤

⌈

log3

(

3i+1

3i+1 − 1
n + O(1)

)⌉et omplète la preuve par réurrene.Nous observons alors que de façon asymptotique, 'est-à-dire pour i → n → ∞, nousobtenons t∞ ∼ ⌈2n/3⌉ et f∞(n) ∼ ⌈log3 n⌉. De ette observation, nous pouvons tirer laonlusion suivante : en laissant à l'algorithme la possibilité de se rappeler réursivement,la valeur de t peut être abaissée jusqu'à ⌈2n/3⌉ a�n d'obtenir une solution de ardinal
⌈log3 n⌉. Cette a�rmation peut désormais être véri�ée de la manière suivante. Considéronsque t = ⌈2n/3⌉ ave n la taille de l'ensemble I à haque appel de l'algorithme. Si l'algorithmes'arrête sur un appel de la proédure Colorer-Cliques++ après i ≥ 0 appels réursifs, alorsle ardinal de la partition retournée est borné par
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≤ ⌈log3 n⌉D'un autre �té, le nombre d'appels réursifs ne peut exéder ⌈log3 n⌉ − 1 puisque plus dedeux tiers des intervalles sont supprimés de I à haque appel et que l'algorithme s'arrête



106 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervalleslorsque |I| ≤ 3. Ainsi, dans le as où l'algorithme s'arrête après le premier test, la partitionretournée omprend les ⌈log3 n⌉− 1 stables extraits à haque appel réursif de l'algorithme,plus l'ensemble formé des trois intervalles (ou moins) restant dans I. Notons que haqueappel ne onsommant qu'un temps O(n) lors du alul du stable maximum, l'algorithmetout entier s'exéute en temps O(n log n) et espae O(n).Proposition 5.4 (Borne supérieure ra�née) Tout graphe d'intervalles (resp. d'ars)admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉ (resp. ⌈log3 n⌉ + 1) sous-graphes d'intervallespropres, pour n > 1. De plus, ette partition s'obtient en temps O(n log n) + m et espaelinéaire.Remarque. L'algorithme Colorer-Cliques-Réursif peut être modi�é de façon à extrairele stable formé par les feuilles du plus grand sous-graphe induit K1,t, et non pas un stablemaximum (dont la taille est néessairement supérieure ou égale à e dernier). Cette modi-�ation n'améliore pas la qualité de la partition retournée dans le pire des as, alors quele temps d'exéution de l'algorithme est de l'ordre de O(n2 + m). Toutefois, elle-i peuts'avérer intéressante en pratique.Pour terminer, nous donnons un graphe d'intervalles pour lequel la borne ⌈log3 n⌉ estatteinte de façon asymptotique. Prenons ⌈2n/3⌉−1 intervalles de longueur unitaire induisantun stable et reouvrons-les par un intervalle I. Nous avons là une représentation du graphe
K1,⌈2n/3⌉−1. Maintenant, disposons les intervalles restants, eux aussi de longueur unitaire, desorte que le plus grand stable dans le graphe reste de taille ⌈2n/3⌉. Imaginons par exempleque es derniers induisent un stable de taille ⌊n/3⌋ (voir la �gure 5.4 i-dessous).

RFig. 5.4 � Un exemple de onstrution ave n = 12.Alors que e graphe admet une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres, l'al-gorithme Colorer-Cliques-Réursif retourne une partition de ardinal ⌈log3
3⌈2n/3⌉−3

2 ⌉ ≤
⌈log3 n⌉, ave l'égalité lorsque n tend vers l'in�ni.Questions ouvertes et extensionsLes bornes supérieures du lemme 5.3 et de la proposition 5.4 sont les meilleures possiblesà un près pour les graphes d'intervalles. Les premières plages de valeurs pour lesquelles lesbornes inférieures et supérieures di�èrent sont t = 8, 9 et n = 10, 11, 12. Un réapitulatifdes bornes que nous avons obtenues onernant le problème de la partition en sous-graphesd'intervalles propres est donné sur la �gure 5.5.Resserrer plus enore es bornes semble être une tâhe bien ardue. Pour l'aborder, ré-pondre à la question suivante semble déisif. Existe-t-il des graphes d'intervalles sans K1,8



5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propres 107graphes d'intervalles borne inférieure borne supérieuresans K1,3 1 1sans K1,4 2 2sans K1,5 2 2sans K1,6 2 2sans K1,7 2 2sans K1,8 2 3sans K1,9 2 3sans K1,10 3 3sans K1,t ⌊log3(t− 1)⌋+ 1 ⌈log3((t− 1)/2)⌉+ 1à n sommets ⌊log3(2n + 1)⌋ ⌈log3 n⌉Fig. 5.5 � Un réapitulatif des bornes inférieures et supérieures.ou K1,9 n'admettant auune partition en moins de trois sous-graphes d'intervalles propres ?Ou bien, les graphes d'intervalles sans K1,8 ou K1,9 admettent-ils tous une partition en deuxsous-graphes d'intervalles propres ? A�n de mesurer la di�ulté du problème, nous invitonsle leteur à étudier la �gure 5.6 où est représenté un graphe d'intervalles sans K1,8, maispossédant une opie induite de K1,7. Clairement, e graphe n'est pas un graphe d'intervallespropres. D'autre part, il est assez faile de véri�er que elui-i admet une partition en troissous-graphes d'intervalles propres. Toutefois, e graphe admet-il une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres ? La réponse est oui : une partition s'obtient en plaçant lesintervalles lairs dans un premier ensemble et les intervalles fonés dans un seond.
RFig. 5.6 � Une instane sans K1,8 problématique.Plus généralement se pose le problème de la aratérisation des graphes d'intervalles en

k sous-graphes d'intervalles propres. Nous savons maintenant que tout graphe d'intervallesqui ontient Hk omme sous-graphe induit n'admet pas de partition en moins de k sous-graphes d'intervalles propres. D'un autre �té, tout graphe d'intervalles ne ontenant pas Hkomme sous-graphe induit admet-il une partition en moins de k sous-graphes d'intervallespropres ? Les questions de omplexité sont elles aussi à mettre en relation ave le problèmede la aratérisation. En e�et, n'ayant auune aratérisation préise, déterminer une par-tition minimum d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres semble êtreun problème di�ile (l'exemple de la �gure 5.6 l'illustre une nouvelle fois). Toutefois, lesdisussions préédentes nous permettent d'établir quelques résultats partiels onernant esquestions.



108 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesCorollaire 5.5 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'intervalles sans K1,7en sous-graphes d'intervalles propres peut être déterminée en temps et espae linéaire.Preuve. Le lemme de partition logarithmique fournit un algorithme e�ae pour résoudrele problème restreint aux graphes d'intervalles sans K1,7. Tout d'abord, testons en tempset espae linéaire si le graphe est un graphe d'intervalles propres [31℄. Si e n'est pas le as,alors l'algorithme Colorer-Cliques++ (ave t = 7) permet de trouver en temps et espaelinéaire une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres. ⊓⊔Corollaire 5.6 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'intervalles (resp.d'ars) en sous-graphes d'intervalles propres peut être approhée en temps O(n log n+m) etespae linéaire ave un ratio ⌈log3 n⌉/2 (resp. (⌈log3 n⌉+ 1)/2) dans le pire des as.Preuve. L'algorithme Colorer-Cliques-Réursif est à la base de l'approximation. Si legraphe d'intervalles en entrée n'est pas un graphe d'intervalles propres [31℄, alors elui-ipermet de trouver en temps O(n log n + m) et espae linéaire une partition de ardinal
⌈log3 n⌉. Or, dans e as, la partition optimale est de ardinal au moins deux. Dans le asdes graphes d'ars, il nous faut extraire auparavant une lique du graphe, omme ela estfait dans la preuve de la proposition 5.1, pour appliquer la méthode en question (d'où leratio (⌈log3 n⌉+ 1)/2 dans le pire des as). ⊓⊔Remarque. L'exemple de la �gure 5.4 montre un graphe d'intervalles pour lequel la méthodeen question atteint le ratio d'approximation (⌈log3 n⌉+ 1)/2.En résumé, voii les questions de omplexité qui demeurent ouvertes à e jour. Le pro-blème de la partition d'un graphe d'intervalles (même sans K1,8) en un minimum de sous-graphes d'intervalles propres est-il polynomial ? Existe-t-il un algorithme énumératif quasi-polynomial en temps O(n⌈log3 n⌉) pour e problème ? Existe-t-il un algorithme polynomiald'approximation ayant un ratio onstant dans le pire des as pour e problème ?Comme ela a été fait pour les graphes d'ars, nous espérons pouvoir étendre le théo-rème 5.1 aux graphes triangulés et aux graphes de toléranes. Bien que le graphe d'interse-tion des liques forme un arbre pour les graphes triangulés (et non plus une haîne ommepour les graphes d'intervalles), nous pensons que l'algorithme Colorer-Cliques peut êtreadapté pour olorier des liques possédant une telle struture. Pour les graphes de toléranes,une idée serait d'e�etuer une partition en sous-graphes d'intervalles propres en supprimantles toléranes. Le problème est que, par le jeu des toléranes, toute représentation d'inter-valles se hevauhant deux-à-deux n'induit pas forément une lique. Prenons par exemplequatre intervalles Ia = Ib = Ic = Id = [0, 1] ave les toléranes ta = 0 et tb = tc = td = 1.Cette représentation induit lairement le graphe K1,3, alors que les quatre intervalles sehevauhent deux-à-deux. Nous pensons toutefois que tout ensemble de sommets dont lesintervalles se hevauhent deux-à-deux admet une partition en O(1) sous-graphes d'inter-valles propres (plus préisément en O(1) stables ou liques). En�n, nous onlurons par unequestion relative aux limites de l'extension du théorème 5.1 : existe-t-il un quelonque graphen'admettant auune partition en moins de n1−ǫ sous-graphes d'intervalles propres (ǫ ≥ 0) ?



5.2 Une appliation à la plani�ation de personnel 1095.2 Une appliation à la plani�ation de personnelLe problème de la plani�ation de personnel est aujourd'hui au ÷ur de l'administrationdes entreprises. Le besoin aru de produtivité, ouplé à une réglementation du travailtoujours plus dense, en fait un des problèmes phares de la reherhe opérationnelle depuisplus de quarante ans. Le problème que nous étudions ii onsiste de façon shématique enl'a�etation de tâhes (�xes dans le temps) à des employés sous la forme de vaations. L'em-ployé ne pouvant e�etuer deux tâhes à la fois, les tâhes de la vaation a�etée à elui-i nedoivent pas se hevauher dans le temps. Voii une formulation épurée d'une problématiqueque nous avons renontrée lors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du GroupeAir Liquide, spéialisée dans la résolution de problèmes de plani�ation de personnel [7℄.Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble de tâhes ayant haune une date de début di et une date de�n fi. La réglementation impose que haque employé n'exéute pas plus de k tâhes. Lestâhes allouées à un employé devant être deux-à-deux disjointes, le but est de réaliser unea�etation optimale des tâhes aux employées vis-à-vis des objetifs suivants : à un premierniveau, réduire le nombre d'employés à mobiliser, les employés travaillant souvent en sous-e�etif (produtivité), puis à un seond niveau, équilibrer l'a�etation (soial) et prévenirau mieux les modi�ations futures du planning (robustesse).Les tâhes étant de simples intervalles sur l'axe du temps, e problème peut être formuléomme un problème de oloration d'intervalles tel que haque ouleur marque au plus k som-mets. Lorsque le planning est ylique, nous obtenons le même problème de oloration maispour des ars irulaires. Dans e modèle, les ritères d'optimisation deviennent respetive-ment : (P ) minimiser le nombre de ouleurs utilisées, (S) équilibrer le nombre d'intervalles(ou d'ars) de haque ouleur, et (R) maximiser la taille du plus petit espae libre entredeux intervalles (ou ars) onséutifs d'une même ouleur. En reherhant à maximiser leplus petit temps d'enhaînement entre deux tâhes onséutives d'une même vaation, leritère R permet de prévenir les hevauhements entre les tâhes d'une vaation lorsqueelles-i doivent être retardées ou avanées dans le temps. Si par exemple, la valeur de eplus petit temps d'enhaînement est de vingt minutes, alors une réorganisation du planningne sera néessaire qu'en as d'un retard umulé supérieur à vingt minutes, et e quelles quesoient les tâhes a�etées par e retard. Nous dirons alors qu'une solution au problème est
P -optimale si elle est optimale pour le ritère P , et SR-optimale si elle est optimale pourles ritères S et R. Une solution sera dite P/SR-optimale si elle-i est SR-optimale parmitoutes les solutions P -optimales.La formulation de e problème rappelle bien entendu elle du problème d'ordonnane-ment ave exlusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'ars, les ritères S et R enmoins. Par onséquent, même en ne onsidérant que le ritère P à optimiser, le problèmereste di�ile à résoudre pour k ≥ 4 �xé [14℄. À moins que P = NP , la di�ulté inhérente auproblème nous ondamne don à l'élaboration d'heuristiques e�aes, permettant de trou-ver seulement de �bonnes� solutions. Nous présenterons dans ette setion deux algorithmeslinéaires d'approximation pour e problème fondamental de plani�ation de personnel, notéPlanif. L'entrée de nos algorithmes d'approximation sera omposée d'un ensemble I de nintervalles et de l'entier k. La qualité de nos algorithmes, en relation ave le ritère P , seramesurée par leur ratio dans le pire des as dé�ni omme supG{ |S|/χ(I, k) }, où S est unepartition de l'ensemble I d'intervalles en stables de taille au plus k retournée par l'algo-



110 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesrithme. Le premier algorithme, lassique, atteint un ratio onstant dans le pire des as pourle seul ritère P . Malheureusement, une telle approhe n'o�re auune garantie sur la qualitéde la solution obtenue vis-à-vis des ritères S et R. D'un autre �té, le problème Planifs'avère être soluble par un simple algorithme glouton lorsque les intervalles sont propres.Une idée peut don être d'e�etuer une première partition de l'ensemble des intervalles ensous-ensembles d'intervalles propres � ou du moins tel que haun de es sous-ensemblesinduise un graphe d'intervalles propres � puis de résoudre de manière optimale le problèmesur haun de es sous-ensembles à l'aide de l'algorithme glouton. Bien entendu, la qualitéd'une telle optimisation �loale� dépend fortement du résultat de la partition initiale del'ensemble d'intervalles. En nous appuyant sur les résultats de la setion préédente, nousmontrons que e type d'approhe permet d'obtenir un ratio d'approximation onstant ensituation réelle (i.e. sous ertaines onditions), tout en o�rant des garanties sur la qualitédes solutions obtenues vis-à-vis des ritères S et R.Une approximation lassiqueAvant de donner une brève desription de l'algorithme d'approximation, nous rappelonsdeux propositions démontrées dans les hapitres préédents sur lesquelles il repose :(1) une oloration minimum de I où le nombre ϑ(I) de stable de taille un est le plus petitque possible peut être déterminée en temps O(n log n) et espae O(n) ;(2) si I admet une partition en stables où haque stable est de taille au moins k, alorsune partition optimale de I en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k peut être déterminéeen temps O(n log n) et espae O(n).La première assertion déoule de l'analyse de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles (voirp. 27) et la seonde est une réériture du orollaire 4.10 (voir p. 78).Algorithme 2-Approx-Planif ;Entrée : un ensemble I de n intervalles, un entier k ;Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;Début ;aluler un oloration minimum C = {S1, . . . , Sχ(G)} de I ave ϑ(I) minimum ;
S ← ∅ ;pour haque Sj ∈ C fairesi |Sj | < k alors C ← C \ {Sj}, S ← S ∪ {Sj} ;aluler une partition optimale Sk de C en stables de taille au plus k ;retourner S ← S ∪ Sk ;Fin ;Proposition 5.5 L'algorithme 2-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espae O(n)le ratio asymptotique (2k−2)/k dans le pire des as pour le ritère P . Ce ratio est, en outre,le meilleur possible.Preuve. La validité et la omplexité de l'algorithme déoulent des assertions (1) et (2)mentionnées plus haut. Quant au ratio dans le pire des as, nous l'établissons de la façon



5.2 Une appliation à la plani�ation de personnel 111suivante. Notons C2 l'ensemble des stables de taille 2, . . . , k − 1 dans C et Ck l'ensemble desstables de taille au moins k. La solution S retournée par l'algorithme est de ardinal
|S| = |C \ Ck|+

⌈
∑

Sj∈Ck
|Sj|

k

⌉ (5.1)Si Ck = ∅ (i.e. χ(I, k) = χ(I)) ou C \ Ck = ∅ (i.e. χ(I, k) = ⌈n/k⌉), alors S est P -optimale.Considérons maintenant que Ck 6= ∅ et C \ Ck 6= ∅. Soit Sj = {Ii} un des ϑ(I) stables detaille un. Puisque ω(I) = χ(I), Ii appartient à toute lique maximum de I. Par onséquent,toute solution optimale omprend au moins ϑ(I) intervalles non ouplés, e qui impliquel'inégalité
χ(I, k) ≥

⌈

n− ϑ(I)
k

⌉

+ ϑ(I) (5.2)Comme ∑Sj∈C\Ck
|Sj | =

∑

Sj∈C2
|Sj | + ϑ(I) et que les stables de C2 sont tous de taille aumoins deux, nous pouvons réérire l'inégalité (5.2) omme suit :

∑

Sj∈Ck
|Sj|

k
≤ χ(I, k)− 2

k
|C2| − ϑ(I) (5.3)En employant (5.3) puis l'égalité |C \ Ck| = |C2|+ ϑ(I), l'expression (5.1) devient

|S| ≤
⌈

χ(I, k) +
k − 2

k
|C2|
⌉ (5.4)Puisque |C2| ≤ χ(I)− 1 ≤ χ(I, k)− 1, nous obtenons en�n que |S| ≤ ⌈2k−2

k χ(I, k)− k−2
k

⌉.Pour onlure, nous montrons que e ratio est le meilleur possible. Posons n = kq(q ≥ 2) et dé�nissons l'ensemble I omme l'union de q intervalles formant une lique et de
n− q intervalles disjoints. Voii une façon de olorier I où ϑ(I) est minimisé : répartissonsles intervalles de la lique dans q stables di�érents S1, . . . , Sq, puis plaçons les intervallesdisjoints de sorte que |S1| = kq − 2(q − 1) et |S2| = · · · = |Sq| = 2 (le leteur notera que
χ(I) = n/k = q). La solution retournée par l'algorithme sera de ardinal

|S| =
⌈

(k − 2)χ(I) + 2

k

⌉

+ χ(I)− 1 (5.5)alors qu'une solution P -optimale est simplement de ardinal χ(I, k) = χ(I) = n/k. Parsubstitution dans (5.5), nous obtenons alors que |S| =
⌈

2k−2
k χ(I, k)− k−2

k

⌉ et le ratio
(2k − 2)/k est atteint de façon asymptotique. ⊓⊔Remarque. L'algorithme 2-Approx-Planif retourne une solution P -optimale lorsque k = 2et fournit une 4/3-approximation dans le pire des as lorsque k = 3.Pour les graphes d'ars irulaires, voii une méthode simple qui atteint en temps
O(n log n) et espae O(n) le ratio asymptotique (3k − 2)/k dans le pire des as pour leritère P . L'entrée est omposée d'un ensemble A de n ars irulaires et de l'entier k.Après avoir hoisi un point p du erle, nous retirons de A l'ensemble C des ars quiontiennent le point p. Clairement, les ars de C induisent une lique et A peut être onsi-déré omme un ensemble d'intervalles, noté I. Une solution au problème Planif pour A est



112 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesalors S = {C}∪ 2-Approx-Planif(I, k). Comme |C| ≤ χ(A, k) et χ(I, k) ≤ χ(A, k), nousavons |S| ≤ ⌈3k−2
k χ(A, k)− k−2

k

⌉.À présent, prenons deux ensembles d'ars formant haun une lique de taille q, et n−2qars disjoints. A�n que la représentation induise un graphe d'ars et non pas seulement ungraphe d'intervalles, il faut que les deux liques ne soient pas disjointes et qu'un ar ap-partenant à une des deux viennent hevauher tous les autres ars de la représentation (ene�etuant le tour du erle). Sur une telle instane, l'algorithme atteint de façon asympto-tique le ratio (3k− 3)/k si le point p est hoisi de manière à e qu'une des deux liques soitextraite de la représentation et que la oloration de l'ensemble I des intervalles restants soitfaite omme dans la preuve de la proposition 5.5.Cette méthode fournit une 2-approximation dans le pire des as lorsque k = 2 et une
7/3-approximation lorsque k = 3.Un algorithme glouton pour le as des intervalles propresL'algorithme en question est le même que elui qui nous a permis de résoudre le problèmeOrdo pour les graphes d'intervalles propres.Algorithme Glouton-Planif ;Entrée : un ensemble I de n intervalles propres, un entier k ;Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;Début ;soit I0, . . . , In−1 les intervalles de I ordonnés selon <g ;aluler ω(I) ;

χ(I, k)← max{ω(I), ⌈n/k⌉} ;
S0 ← · · · ← Sχ(I,k)−1 ← ∅ ;pour i de 0 à n− 1 faire

Si mod χ(I,k) ← Si mod χ(I,k) ∪ {Ii} ;retourner S ← {S0, . . . , Sχ(I,k)−1} ;Fin ;Proposition 5.6 L'algorithme Glouton-Planif retourne en temps O(n log n) et espae
O(n) une solution P/SR-optimale au problème Planif pour un ensemble I de n intervallespropres.Preuve. Ordonner les intervalles de I prend un temps O(n log n). De là, le alul d'unelique maximum peut s'e�etuer en O(n) temps et espae à l'aide de l'algorithme Clique-Intervalles (voir p. 45). Le reste de l'algorithme s'exéute en temps linéaire.Le aratère P/S-optimal de la solution déoule immédiatement de la preuve de la propo-sition 2.11. À présent, supposons que l'ensemble S0, . . . , Sχ(I,k)−1 ne soit pas P/R-optimal.Soit S∗

0 , . . . , S∗
χ(I,k)−1 une solution P/R-optimale et ℓ∗ la longueur du plus petit espaeentre deux intervalles onséutifs dans ette solution. Nous rappelons que les intervalles

I0, . . . , In−1 sont triés selon l'ordre dé�ni par les extrémités gauhes roissantes ; l'intervalle



5.2 Une appliation à la plani�ation de personnel 113de rang t dans le stable S∗
u sera noté Iu,t. Nous a�rmons que pour tout i = 1, . . . , n, l'inter-valle Ii ∈ S∗

u peut être plaé au rang t = ⌊i/χ(I, k)⌋ du stable S∗
v ave v = i mod χ(I, k), ete, sans abaisser la longueur ℓ∗. Suite à ela, l'ensemble S∗

0 , . . . , S∗
χ(I,k)−1 oïnidera exa-tement ave l'ensemble S0, . . . , Sχ(I,k)−1 produit par l'algorithme glouton. Nous pourronsdon en onlure que S est P/R-optimal.A�n de prouver ette a�rmation, nous utilisons un proédé de onstrution indutifdont l'étape initiale est réalisée omme suit. Si I0 ∈ S∗

u ave u 6= 0, alors nous éhangeonsl'ensemble des intervalles de S∗
u ave eux de S∗

0 . Clairement, ℓ∗ reste inhangée (l'espaemententre les intervalles n'est pas modi�é) et I0 est maintenant bien plaé. À présent, admettonsque les intervalles I0, . . . , Ii−1 soient orretement plaés. L'intervalle Ii ∈ S∗
u doit êtretransporté dans le stable S∗

v , si u 6= v. Deux as sont alors à distinguer.
S∗

v

Iu,0

Iv,0

S∗
u

Iv,t−1

Iu,t

Iv,t

Ii

Fig. 5.7 � Le as (a) : u < v.Cas (a) : u < v (voir la �gure 5.7). Dans e as, nous avons néessairement
S∗

u = {Iu,0, . . . , Iu,t, Ii, . . . , Iu,j , . . .}
S∗

v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}D'après l'hypothèse d'indution, nous avons que d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t) and g(Ii) ≤ g(Iv,t).Puisque d(Iu,t) < g(Ii), nous obtenons les inégalités (i) d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t) < g(Ii) ≤ g(Iv,t)qui nous autorisent à redé�nir les stables S∗
u et S∗

v omme suit :
S∗

u = {Iu,0, . . . , Iu,t, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}
S∗

v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Ii, . . . , Iu,j, . . .}L'espaement entre les intervalles a été modi�é : g(Ii) − d(Iu,t) est devenu g(Iv,t) − d(Iu,t)dans S∗
u et g(Iv,t) − d(Iv,t−1) est devenu g(Ii) − d(Iv,t−1) dans S∗

v . D'après (i), es deuxnouveaux espaes sont plus grands que le plus petit des deux aniens.
S∗

u

Iv,0

Iu,0 Iu,t−1

Iv,t−1 Iv,t

Ii

S∗
v

Fig. 5.8 � Le as (b) : u > v.Cas (b) : u > v (voir la �gure 5.8). Ii, nous avons néessairement
S∗

u = {Iu,0, . . . , Iu,t−1, Ii, . . . , Iu,j , . . .}
S∗

v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}



114 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesIi l'hypothèse d'indution nous donne les inégalités (ii) d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t−1) < g(Ii) ≤
g(Iv,t), qui nous permettent de redé�nir les stables S∗

u et S∗
v omme suit :

S∗
u = {Iu,0, . . . , Iu,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}

S∗
v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Ii, . . . , Iu,j, . . .}D'après (ii), les espaes dans S∗

u et S∗
v n'ont pu que s'agrandir après ette opération.Suite à ette analyse de as, la preuve de notre a�rmation est omplète et la propositiondémontrée. ⊓⊔Une approximation logarithmiqueVoii un nouvel algorithme d'approximation pour le problème Planif, basé sur les ré-sultats de la setion préédente. Par abus de langage, nous appellerons ii sous-ensemblepropre, tout sous-ensemble d'intervalles qui induit un graphe d'intervalles propres.Algorithme log-Approx-PlanifEntrée : un ensemble I de n intervalles, un entier k ;Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;Début ;ordonner I selon <g ;

C ← Colorer-Cliques-Réursif(I), S ← ∅ ;pour haque sous-ensemble propre Cr ∈ C faireordonner les intervalles de Cr selon un ordre d'intervalles propres ;
S ← S ∪ Glouton-Planif(Cr, k) ;retourner S ;Fin ;Proposition 5.7 L'algorithme log-Approx-Planif atteint en temps O(f(n) ·n log n) et es-pae O(n) le ratio absolu min{k, f(n)} dans le pire des as pour le ritère P , ave f(n) =

⌈log3 n⌉. Ce ratio est, en outre, le meilleur possible.Preuve. La validité et la omplexité de l'algorithme déoule des propositions 5.4 et 5.6.Une fois I ordonné selon <g, l'algorithme Colorer-Cliques-Réursif s'exéute en temps
O(n log n) et espae O(n). De même, une fois les intervalles de Cr ordonnés selon un ordred'intervalles propres, l'algorithme Glouton-Planif s'exéute en temps et espae O(|Cr|).Malheureusement, déterminer un des ordres d'intervalles propres induit par les inter-valles de Cr n'est pas si simple. Nous montrons omment réaliser ette opération en temps
O(|Cr| log |Cr|) en utilisant le fait que l'ensemble Cr est soit un stable, soit un ensemble deliques presque disjointes. Quand Cr est un stable, il su�t de onserver les intervalles dansl'ordre <g, lorsque elui-i est extrait par l'algorithme Colorer-Cliques-Réursif. Quand
Cr est un ensemble de liques, il faut tout d'abord onserver les liques dans l'ordre danslequel elles ont été extraites par l'algorithme Colorer-Cliques++. Soit Cr = {C1, . . . , Cq}l'ensemble en question ave C1 < · · · < Cq . D'après l'algorithme Colorer-Cliques++, nousavons que ⋂∀j impair Cj ∪ Cj+1 = ∅ ('est préisément pour ette raison que Cr induit un



5.2 Une appliation à la plani�ation de personnel 115graphe d'intervalles sans K1,3). Pour haun de es ensembles Cj ∪Cj+1, notons respetive-ment g∗ la plus petite extrémité gauhe et d∗ la plus grande extrémité droite d'un intervallede Cj ∪Cj+1. Puisque les ouples Cj ∪Cj+1 sont disjoints, il est possible d'étendre les extré-mités gauhes des intervalles de Cj jusqu'au point g∗ et les extrémités droites des intervallesde Cj+1 jusqu'au point d∗. La représentation que l'on obtient est une représentation de Crpar intervalles propres et l'ordre dé�ni par les nouvelles extrémités des intervalles un ordred'intervalles. Nous onstatons que et ordre s'obtient simplement en ordonnant les inter-valles de haque lique Cj selon <d et les intervalles de haque lique Cj+1 selon <g (voirla �gure 5.9).
Cj+1Cj

<d
<g

Fig. 5.9 � Un ordre d'intervalles propres sur Cj ∪ Cj+1.Par onséquent, ordonner les intervalles de Cr = {C1, . . . , Cq} (ave C1 < · · · < Cq)selon un ordre d'intervalles propres peut se faire en temps O(|Cr| log |Cr|) omme suit : trierles intervalles de ⋃∀j impair Cj selon <d et les intervalles de ⋃∀j impair Cj+1 selon <g, puisfusionner les deux ensembles. En dé�nitive, le temps total onsommé par l'algorithme estborné par
O(n log n) +

f(n)
∑

r=1

O(|Cr| log |Cr|) = O(n log n) +

f(n)
∑

r=1

O(n log n) = O(f(n) · n log n)Pour onlure, le ratio de l'algorithme dans le pire des as déoule des deux inégalitéssuivantes :
|S| =

f(n)
∑

r=1

χ(Cr, k) ≤ n ≤ k · χ(I, k)

|S| =

f(n)
∑

r=1

χ(Cr, k) ≤
f(n)
∑

r=1

χ(I, k) ≤ f(n) · χ(I, k)Lorsque k ≥ ⌈2n/3⌉ + 1, e ratio est atteint pour la même instane que elle pour laquellel'algorithme Colorer-Cliques-Réursif se omporte mal (voir la �gure 5.4). En e�et, alorsqu'une partition optimale est de ardinal trois, l'algorithme log-Approx-Planif retourneune solution de ardinal 3⌈log3 n⌉, lorsque n tend vers l'in�ni (la partition C retournéepar Colorer-Cliques-Réursif est de ardinal ⌈log3 n⌉ et haque sous-ensemble propreontient une lique de taille trois). ⊓⊔



116 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesRemarque. Ii la partition de I en sous-ensemble propres est e�etuée à l'aide de l'al-gorithme Colorer-Cliques-Réursif. Il est bien entendu possible d'utiliser à la plae lapremière méthode de partition dérite dans la preuve de la proposition 5.1. Dans e as,le ratio dans le pire des as devient min{k, f(n)} ave f(n) = 2⌈log3((n + 1)/2)⌉ + 1. Ceratio est, en outre, le meilleur possible de façon asymptotique. En e�et, lorsque k = f(n),le ratio 2⌊log3((n + 1)/2)⌋ + 1 est atteint pour la même instane que elle ave laquelleette même méthode de partition se omporte mal (voir la �gure 5.1). En e�et, après avoire�etué une partition en f(n)/2 sous-ensembles propres (par appliation suessive deslemmes 5.2 et 5.1), la proédure Glouton-Planif retourne une partition de haque sous-ensemble propre en 2g(n) + 1 stables (haun de taille au plus deux). D'un autre �té, unesolution bien meilleure peut être obtenue si l'on ommene par retirer de I la lique de taille
f(n) induit par les intervalles ontenant le point d'absisse 1+ ǫ (ave ǫ > 0). En dé�nitive,nous avons pour ette instane le ratio asymptotique

|S|
χ(I, k)

≥ (f(n)/2)(2g(n) + 1)

f(n) + g(n)− 1
= f(n) · n− f(n)/2

n + f2(n)− 2f(n)
∼ f(n) = kComme pour l'algorithme 2-Approx-Planif, le as des ars irulaires peut être traitépar l'algorithme log-Approx-Planif après avoir pris soin de retirer les ars ontenant unpoint p du erle. La omplexité de l'algorithme reste alors inhangée et son ratio d'approxi-mation dans le pire des as pour le ritère P devient min{k, f(n) + 1}.Performanes en situation réelleAu vu de e résultat, l'algorithme log-Approx-Planif ne semble pas pouvoir rivaliserave l'algorithme 2-Approx-Planif. Toutefois, la proposition 5.7 nous donne une garantiesur la qualité de la solution vis-à-vis du ritère P dans les as les plus extrêmes. Or, le typed'instanes pour lesquelles l'algorithme atteint le ratio ⌈log3 n⌉ n'est jamais renontré enpratique. C'est pourquoi nous allons maintenant disuter de la performane des algorithmes

log-Approx-Planif et 2-Approx-Planif en situation réelle.Dans une journée de travail telle que nous en avons renontrées lors de la plani�ationde personnel d'aérogares [7℄, la durée des tâhes varie du quart d'heure pour les plus ourtesà onze heures pour les plus longues (qui est le maximum autorisé par la loi). Dans le piredes as, nous pourrions don imaginer une tâhe de onze heures reouvrant 45 tâhes d'unquart d'heure : d'après le lemme 5.3 de partition logarithmique, le graphe d'intervallesinduit par l'ensemble des tâhes admettrait d'ores et déjà une partition en moins de quatresous-ensembles propres. Ce type d'exemple est enore loin de la réalité, puisque nous avonspu onstater que la plus petite valeur t pour laquelle le graphe d'intervalles induit par lestâhes est sans K1,t est petite, généralement inférieure à sept . Cela est en partie dû au faitque les tâhes longues (de huit à onze heures) sont diretement a�etées à des employéssous la forme de vaation partiulière ne omportant auune autre tâhe. Ce traitementpartiulier est demandé a�n d'empêher un trop grand déséquilibre dans les plannings (estâhes longues empêhent la prise de pause et leurs durées sont, à elles seules, supérieures àla durée moyenne de travail journalier d'un employé). Suite à ette remarque, nous pouvonsonlure qu'en situation réelle f(n) = 2 (d'après le lemme de partition logarithmique).



5.3 Quelques problèmes onnexes 117Un autre intérêt de l'algorithme log-Approx-Planif réside dans son omportement vis-à-vis des ritères S et R. Après avoir e�etué une partition des intervalles en sous-ensemblespropres (i.e. qui induisent des sous-graphes d'intervalles propres), l'utilisation de l'algo-rithme Glouton-Planif nous permet d'obtenir une solution P/S-optimale pour haquesous-ensemble propre, et même P/R-optimale si les intervalles du sous-ensemble sont e�e-tivement propres. Lorsqu'un sous-ensemble propre ontient des intervalles qui ne sont paspropres, nous dirons que la solution obtenue par le glouton est quasi P/SR-optimale. Ene�et, une telle solution o�re une borne inférieure pour le ritère R qui n'est pas sans intérêt.De plus, lorsque des retards se produisent et forent à revoir le planning en temps réel, iln'est pas toujours néessaire de relaner une plani�ation omplète sur les tâhes restant àe�etuer. Admettons qu'à la suite d'un retard une tâhe en hevauhe une autre dans unevaation provenant de l'ensemble Cr, et que e dernier induise toujours un graphe d'inter-valles sans K1,3. A�n de rendre le planning à nouveau valide, nous n'avons qu'à e�etuer unenouvelle partition de l'ensemble Cr à l'aide de l'algorithme Glouton-Planif, très e�ae entemps. Il est même possible de ne touher que les tâhes ayant une date de début supérieureà l'anienne date de début de l'intervalle retardé, puisque l'ordre des intervalles ayant unedate de début inférieure à elle-i reste inhangé.Corollaire 5.7 En situation réelle (i.e. le graphe d'intervalles induit par les tâhes est sans
K1,7), l'algorithme log-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espae O(n) le ratioabsolu 2 dans le pire des as pour le ritère P et garantit l'obtention de solutions quasi
P/SR-optimales dans deux sous-problèmes distints.D'un autre �té, les valeurs de k utilisées en pratique sont petites, généralement infé-rieures à inq . Par onséquent, le ratio d'approximation de l'algorithme 2-Approx-Planifrestera inférieur à 8

5 = 1.6 en situation réelle.Corollaire 5.8 En situation réelle (i.e. le paramètre k est inférieur ou égal à inq), l'algo-rithme 2-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espae O(n) le ratio asymptotique
8/5 dans le pire des as pour le ritère P .En onlusion, les solutions retournées par l'algorithme log-Approx-Planif semblentproposer un bon ompromis entre produtivité, soial et robustesse. Toutefois, l'algorithme2-Approx-Planif sera préféré lorsque le ritère de produtivité se veut partiulièrementprivilégié.5.3 Quelques problèmes onnexesDans ette dernière setion, nous abordons quelques problèmes en relation ave le pro-blème de la partition d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres. À notreonnaissane, es problèmes n'ont été que très partiellement étudiés et plusieurs questionsdemeurent ouvertes à leur sujet.



118 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervalles5.3.1 La plus petite partition en stables ou liquesL'étude que nous avons menée dans la première setion du hapitre a fait apparaîtrel'importane des strutures de lique et de stable dans les algorithmes de partition en sous-graphes d'intervalles propres. Par ailleurs, nous savons que toute partition en stables ouliques induit trivialement une partition en sous-graphes d'intervalles propres. Cette re-marque a, par exemple, son importane dans le as des graphes sindés ou à seuil.Proposition 5.8 Le problème de la partition minimum en sous-graphes d'intervalles proprespeut être résolu en temps et espae linéaire pour les graphes sindés (ou à seuil).Preuve. Lorsqu'un graphe sindé n'est pas un graphe d'intervalles propres, il admet unepartition en deux sous-graphes d'intervalles propres (puisque elui-i est omposé d'un stableet d'une lique). Tester si un graphe est un graphe d'intervalles propres ne prend qu'un tempset espae linéaire [31℄, de même que déterminer la partition d'un graphe sindé en un stableet une lique (f. [75, p. 154℄). ⊓⊔Remarque. Nous verrons par la suite (proposition 5.20, p. 127) que tester si un graphe àseuil est un graphe d'intervalles propres peut se faire diretement, sans avoir à utiliser unalgorithme de reonnaissane pour les graphes d'intervalles propres.Comme nous l'avons fait pour le problème de la partition en sous-graphes d'intervallespropres, nous donnons des bornes sur le ardinal d'une partition minimum d'un graphed'intervalles en stables ou liques. Nous rappelons que χ(G) (resp. κ(G)) dénote le ardinald'une partition minimum du graphe G en stables (resp. liques). De même, ω(G) (resp.
α(G)) dénote la taille de la plus grande lique (resp. du plus grand stable) de G.Proposition 5.9 (Borne supérieure) Tout graphe parfait admet une partition en moinsde ⌈n/2⌉ stables, ou bien une partition en moins de ⌈n/2⌉ liques. De plus, ette partitionpeut être alulée en temps et espae polynomial.Preuve. Nous rappelons que si un graphe G est parfait, alors χ(G) = ω(G) et κ(G) = α(G).Supposons que χ(G) > ⌈n/2⌉. Puisque χ(G) = ω(G), ela implique aussit�t l'existened'une lique de taille stritement supérieure à ⌈n/2⌉. Le nombre de sommets restants étantstritement inférieur à ⌊n/2⌋, le plus grand stable ne peut être que de taille inférieure ouégale à ⌊n/2⌋ (au mieux un sommet de la lique et les ⌊n/2⌋ sommets). Ainsi, nous avons
κ(G) = α(G) ≤ ⌊n/2⌋. Par onséquent, une partition d'un graphe parfait en moins de ⌈n/2⌉stables ou liques s'obtient en temps et espae polynomial de la façon suivante : alulerune partition minimum en stables et une partition minimum en liques [79℄, puis garder laplus petite des deux. ⊓⊔Remarque. De manière symétrique, la preuve peut être établie en montrant que si κ(G) >

⌈n/2⌉, alors χ(G) ≤ ⌊n/2⌋.Corollaire 5.9 (Borne supérieure) Tout graphe d'intervalles possède une partition enmoins de ⌈n/2⌉ stables ou liques. De plus, ette partition peut être alulée en temps etespae linéaire.



5.3.1 La plus petite partition en stables ou liques 119Voii maintenant une lasse de graphes pour lesquels la borne min{χ(G), κ(G)} est lameilleure possible : les graphes omposés de ℓ liques disjointes C1, . . . , Cℓ de taille k. Nousnoterons e graphe ℓKk (ave k, ℓ ≥ 1). Après avoir numéroté de 1 à k les sommets dehaque lique, nous dé�nissons les k stables S1, . . . , Sk (haun de taille ℓ) tel que le stable
Si ontienne le sommet portant le numéro i dans haune des ℓ liques (voir la �gure 5.10). Ilest faile de voir que ω(ℓKk) = χ(ℓKk) = k et α(ℓKk) = κ(ℓKk) = ℓ. D'un autre �té, nouspouvons montrer qu'une partition optimale de ℓKk en stables ou liques est néessairementune partition minimum en stables, ou bien une partition minimum en liques.
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S3 Fig. 5.10 � Le graphe 5K4.Supposons que e ne soit pas le as : il existe une partition optimale de ℓKk en stablesou liques omprenant au moins un stable et au moins une lique. Tout d'abord, nouspouvons onsidérer que haque stable de ette partition est induit par un des k stables
S1, . . . , Sk (il su�t de numéroter à nouveau les sommets de haque lique Ci de façon à eque la ondition soit satisfaite). À présent, nous a�rmons que ette partition doit omporterexatement k stables S′

1, . . . , S
′
k, haun induit par un stable Sj di�érent (1 ≤ j ≤ k). Ene�et, si auun stable de la partition n'est induit par le stable Sj, alors les sommets de Sjdoivent être ouverts par ℓ liques disjointes. La partition omprenant au moins un stablepar hypothèse, elle-i est don de ardinal au moins ℓ+1, e qui est une ontradition (toutepartition optimale en stables ou liques est de ardinal au plus min{k, ℓ}). D'un autre �té,si deux stables de ette partition sont induits par un même stable Sj, alors elle-i ne peutpas non plus être optimale (l'union de es deux stables permettrait de diminuer son ardinalde un). Pour onlure, nous faisons apparaître une nouvelle ontradition : les sommets dehaque lique de la partition (il en existe au moins une par hypothèse) peuvent être ajoutésaux stables S′

1, . . . , S
′
k, permettant ainsi de diminuer d'au moins un son ardinal.Ainsi, une partition optimale en stables ou liques est donnée par une partition minimumen stables si k ≤ ℓ, ou bien par une partition minimum en liques si k ≥ ℓ. Dans le mêmetemps, nous obtenons que le graphe ℓKk n'admet auune partition en moins de min{k, ℓ}stables ou liques. Le nombre n de sommets d'un graphe ℓKk étant exatement kℓ, nousobtenons la proposition suivante lorsque k = ℓ =

√
n.Proposition 5.10 (Borne inférieure) Pour tout entier k = ℓ ≥ 1, le graphe ℓKk n'admetauune partition en moins de √n stables ou liques, où n dénote le nombre de sommets dugraphe.Corollaire 5.10 (Borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe d'inter-valles propres n'admettant auune partition en moins de ⌊√n⌋ stables ou liques.



120 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesPreuve. Dé�nissons le graphe ℓKk ave ℓ = k = ⌊√n⌋, puis ajoutons à elui-i exatement
n − ⌊√n⌋2 sommets isolés. Ce graphe possède une représentation par intervalles unitaireset, d'après la proposition préédente, n'admet auune partition en moins de ⌊√n⌋ stablesou liques. ⊓⊔Abordons à présent les questions de omplexité, ave pour ommener, deux résultatsnégatifs quelque peu attendus.Proposition 5.11 (Complexité générale) Le problème de la partition en trois stables ouliques est NP-omplet pour les graphes planaires.Preuve. Nous e�etuons une rédution depuis le problème de la 3-oloration, qui est NP-omplet pour les graphes planaires [59℄. Soit G un graphe non vide et G′ = G ∪ 4K3. Ilest faile de voir que si G admet une 3-oloration, alors G′ admet une partition en troisstables. D'un autre �té, toute partition de G′ en trois stables ou liques ne peut ontenirauune lique. Supposons le ontraire : la partition de G′ = G ∪ 4K3 omprend au moinsune lique. Cette lique appartient soit au sous-graphe G, soit au sous-graphe 4K3. Dans lesdeux as nous obtenons une ontradition puisque le graphe 3K3 n'admet auune partitionen moins de trois stables ou liques d'après la proposition 5.10. Par onséquent, si G′ admetune partition en trois stables ou liques, alors G admet néessairement une 3-oloration.Comme G′ est planaire si et seulement si G l'est aussi, la rédution reste valide pour lesgraphes planaires. ⊓⊔Remarque. Il est possible de montrer à l'aide de quelques détails tehniques supplémentairesque le graphe G′ = G∪ 3K3 admet une oloration en trois stables ou liques si et seulementsi le graphe G admet une 3-oloration.Proposition 5.12 (Complexité générale) Déterminer une partition minimum en stablesou liques est un problème NP-di�ile pour les graphes duaux.Preuve. Pour les graphes duaux, le problème de la q-oloration est NP-omplet [90℄. Or,la preuve préédente peut être aisément étendue de façon à montrer que le graphe G′ =

G ∪ (q + 1)Kq admet une oloration en q stables ou liques si et seulement si le graphe Gadmet une q-oloration. Comme G′ est un graphe dual si et seulement si G l'est aussi (toutelique Kq est le dual d'une étoile K1,q), la proposition est démontrée. ⊓⊔D'un autre �té, déterminer si un graphe admet une partition en deux stables ou liquesrevient à tester si elui-i est un graphe biparti, le omplément d'un graphe biparti, ou bienun graphe sindé. Les graphes bipartis ou sindés étant reonnus en temps et espae linéaire(f. [75, p. 154℄), nous avons la proposition suivante.Proposition 5.13 (Complexité générale) Le problème de la partition d'un graphe endeux stables ou liques peut être résolu en temps O(n2) et espae linéaire.Brandstädt [20℄ a introduit une généralisation des graphes sindés appelés (k, ℓ)-graphes :un graphe est un (k, ℓ)-graphe si ses sommets admettent une partition en exatement k



5.3.1 La plus petite partition en stables ou liques 121stables et ℓ liques. De e point de vue, les graphes sindés sont don des (1, 1)-graphes.Brandstädt [20, 21℄ a étudié le problème de la reonnaissane des (k, ℓ)-graphes, très prohedu problème de la partition en stables ou liques. Pour k ≤ 2 et ℓ ≤ 2, il donne desalgorithmes de reonnaissane en O((n + m)2). Pour k ≥ 3 ou ℓ ≥ 3, le problème est NP-omplet puisqu'il ontient le problème de la 3-oloration. La omplexité des problèmes departition de graphes en stables ou liques a aussi été étudiée par Feder et al. [50℄, ainsi queBry± et Lon [23℄.Les (1, 1)-graphes (i.e. les graphes sindés) sont triangulés (f. [75, p. 151�152℄). Mais, àquelles onditions un graphe triangulé est-il aussi un (k, ℓ)-graphe ? Réemment, Hell et al.[86℄ ont répondu à ette question au travers de la proposition suivante.Proposition 5.14 (Hell et al., 2004) Tout graphe triangulé admet une partition en kstables et ℓ liques si et seulement s'il ne ontient pas le sous-graphe induit (ℓ + 1)Kk+1.En s'appuyant sur ette aratérisation, Hell et al. [86℄ donnent un algorithme en temps
O(n(n + m)) et espae linéaire pour la reonnaissane des (k, ℓ)-graphes triangulés, où n et
m dénotent respetivement le nombre de sommets et le nombre d'arêtes du graphe. Leuralgorithme trouve, pour k > 0 �xé, la plus petite valeur de l tel que le graphe est un
(k, ℓ)-graphe.Proposition 5.15 (Hell et al., 2004) Le problème de la reonnaissane des (k, ℓ)-graphestriangulés peut être résolu en temps O(n(n + m)) et espae linéaire.Des travaux de Hell et al. [86℄ déoulent plusieurs résultats intéressants onernant leproblème de la partition des graphes d'intervalles en stables ou liques.Corollaire 5.11 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe triangulé admet une parti-tion en moins de 2⌊√n⌋ stables ou liques. De plus, ette partition peut être alulée entemps O(n(n + m)) et espae linéaire.Preuve. Un graphe à n sommets ne ontient pas de opie induite de (ℓ + 1)Kk+1 pour
k = ℓ = ⌊√n⌋. D'après la proposition 5.14, il admet don une partition en k stables et ℓliques, soit une partition en 2⌊√n⌋ stables ou liques. De plus, ette partition peut êtrealulée en temps O(n(n+m)) et espae linéaire en utilisant l'algorithme de reonnaissanedes (k, ℓ)-graphes triangulés de Hell et al. [86℄ ave k = ⌊√n⌋. ⊓⊔Corollaire 5.12 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'ars)admet une partition en moins de 2⌊√n⌋ (resp. 2⌊√n⌋+ 1) stables ou liques. De plus, ettepartition peut être alulée en temps O(n(n + m)) et espae linéaire.Preuve. Pour les graphes d'intervalles, le résultat déoule du orollaire préédent. Pour lesgraphes d'ars, elui-i s'obtient omme pour le problème de la partition en sous-graphesd'intervalles propres, en retirant les ars ontenant un point p du erle. ⊓⊔



122 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesComme pour le problème de la partition en sous-graphes d'intervalles propres, nouspensons pouvoir étendre e type de résultat aux graphes de toléranes. D'un autre �té,existe-t-il des graphes d'intervalles n'admettant auune partition en moins de 2⌊√n⌋ stablesou liques ? De même, existe-t-il des graphes parfaits n'admettant auune partition en moinsde ⌈n/2⌉ stables ou liques ?Corollaire 5.13 (Complexité) Le problème de la partition minimum d'un graphe trian-gulé (ou d'intervalles) en stables ou liques peut être résolu en temps O(n1.5(n + m)) etespae linéaire.Preuve. Soit G un graphe triangulé. Tout d'abord, pour k = 0, alulons en temps etespae linéaire une partition minimum de G en liques [70℄. Ensuite, pour k = 1, . . . , 2⌊√n⌋,alulons une partition de G en k stables et ℓ liques ave ℓ minimum à l'aide de l'algorithmede Hell et al. [86℄ en temps O(n(n + m)) et espae linéaire. De es 2⌊√n⌋ + 1 partitions,gardons elle de plus petit ardinal. Cette dernière est néessairement optimale puisquetoutes les partitions possibles ont été testées (d'après le orollaire préédent, la partitionoptimale est de ardinal inférieur ou égal à 2⌊√n⌋). ⊓⊔Corollaire 5.14 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'ars en stables ouliques peut être approhée à un près en temps O(n1.5(n + m) et espae linéaire.Preuve. Après avoir retiré les ars du erle ontenant un point p, il est possible d'e�etuerune partition optimale du reste des ars (devenus des intervalles) en stables ou liques grâeau orollaire préédent. Comme ette partition est d'un ardinal néessairement inférieur ouégal au ardinal d'une partition minimum du graphe d'ars de départ en stables ou liques,nous obtenons le résultat. ⊓⊔En onlusion, les questions de omplexité suivantes demeurent ouvertes. Existe-t-il unalgorithme linéaire en temps et espae pour déterminer une partition minimum d'un graphetriangulé (ou d'intervalles) en stables ou liques ? Quid d'un algorithme polynomial pourdéterminer une partition minimum d'un graphe d'ars en stables ou liques ? D'un algo-rithme polynomial pour déterminer une partition minimum d'un graphe parfait en stablesou liques ? D'un algorithme polynomial d'approximation ave ratio onstant (ou logarith-mique) dans le pire des as pour déterminer une partition minimum d'un graphe quelonqueen stables ou liques ?Note. Dans leur papier, Hell et al. [86℄ a�rment avoir abaissé le temps d'exéution de leuralgorithme pour la reonnaissane des (k, ℓ)-graphes triangulés à O(n + m) (le résultat doitparaître sous peu dans un papier signé par les mêmes auteurs [87℄).5.3.2 Le plus grand sous-graphe d'intervalles propresCe problème est en quelque sorte la version �paking� du problème de la plus petitepartition en sous-graphes d'intervalles propres. Voii les premiers résultats que nous pouvonsétablir onernant e problème.



5.3.2 Le plus grand sous-graphe d'intervalles propres 123Proposition 5.16 Tout graphe sindé (ou à seuil) ontient un sous-graphe d'intervallespropres de taille au moins ⌈n/2⌉ + 1, pour n > 3. De plus, ette borne est la meilleurepossible.Preuve. Soit G = (C∪S,E) un graphe sindé ave S un stable et C une lique (|S|+|C| > 3).Nous onsidérerons que |C| ≥ 1 et |S| ≥ 3, sans quoi le graphe possède une représentationpar intervalles propres et la borne est immédiate. Si |C| ≥ ⌈n/2⌉ − 1, la borne est établiepuisque le sous-graphe induit par l'ensemble C et deux sommets quelonques de l'ensemble
S est un sous-graphe d'intervalles propres. Dans le as ontraire, le stable S, qui induitde façon triviale un sous-graphe d'intervalles propres, est de taille stritement supérieure à
⌊n/2⌋+ 1.Voii la onstrution d'un graphe sindé pour lequel la borne en question est atteinte(n > 3). Soit S un stable omposé de ⌊n/2⌋+1 sommets. Chaque sommet de e stable est reliéà ⌈n/2⌉− 1 sommets formant une lique C. Si un sous-graphe d'intervalles propres ontientau moins trois sommets du stable S, alors elui-i est néessairement de taille inférieure ouégale à ⌊n/2⌋+ 1 (puisqu'il ne peut ontenir auun sommet de C sans induire K1,3). D'unautre �té, si un sous-graphe d'intervalles propres ontient au plus deux sommets de S, alorselui-i est de taille inférieure à ⌈n/2⌉+ 1 (au mieux il ontient tous les sommets de C, plusles deux sommets de S). ⊓⊔Le leteur notera que le graphe sindé pour lequel la borne est atteinte est aussi ungraphe à seuil.Corollaire 5.15 (Borne supérieure) Pour tout entier n > 3, il existe un graphe à seuildont le plus grand sous-graphe d'intervalles propres est de taille au plus ⌈n/2⌉+ 1.Voii un orollaire du élèbre Théorème des Graphes Parfaits de Lovász (f. [75, p. 53�58℄) qui établit de façon direte une borne inférieure sur la taille du plus grand sous-graphed'intervalles propres dans les graphe parfaits, et a fortiori dans les graphes d'intervalles.Proposition 5.17 (Borne inférieure) Tout graphe parfait ontient un sous-graphe d'in-tervalles propres de taille au moins ⌊√n⌋. De plus, e sous-graphe peut être exhibé en tempset espae polynomial.Preuve. Lovász (f. [75, p. 53�58℄) a montré que si G est un graphe parfait, alors ω(G)α(G) ≥
n. Par onséquent, si ω(G) ≤ ⌊√n⌋, alors α(G) ≥ ⌊√n⌋ (de façon symétrique, si α(G) ≤
⌊√n⌋, alors ω(G) ≥ ⌊√n⌋). Ainsi, un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins
⌊√n⌋ s'obtient en temps et espae polynomial de la manière suivante : aluler un stablemaximum et une lique maximum [79℄, puis garder le plus grand des deux ensembles. ⊓⊔Puisque pour les graphes d'intervalles, aluler un stable maximum et une lique maxi-mum ne prend qu'un temps et espae linéaire [70, 81℄ (voir aussi l'algorithme Cliques-Intervalles, p. 45), nous obtenons le orollaire suivant.Corollaire 5.16 (Borne inférieure) Tout graphe d'intervalles ontient un sous-graphed'intervalles propres de taille au moins ⌊√n⌋. De plus, e sous-graphe peut être exhibé entemps et espae linéaire.



124 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesNous pouvons ependant améliorer ette borne inférieure en utilisant les résultats quenous avons établis onernant le problème de la partition d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres.Proposition 5.18 (Nouvelle borne inférieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'ars)ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille supérieure ou égale à ⌈n/⌈log3 n⌉⌉(resp. ⌈n/(⌈log3 n⌉+ 1)⌉), pour n > 1. De plus, e sous-graphe peut être exhibé en temps
O(n log n + m) et espae linéaire.Preuve. D'après la proposition 5.4, tout graphe d'intervalles (resp. d'ars) admet une par-tition en moins de ⌈log3 n⌉ (resp. ⌈log3 n⌉ + 1) sous-graphes d'intervalles propres. D'aprèsle prinipe des asiers (de l'anglais pigeon hole priniple), au moins un de es sous-graphesontient plus de ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ (resp. ⌈n/(⌈log3 n⌉+ 1)⌉) sommets. ⊓⊔Notons que ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ ≥ ⌊√n⌋ pour tout n > 1. En nous appuyant sur les lemmessuivants, nous allons voir qu'il est enore possible d'a�ner ette borne.Lemme 5.4 Soit G un graphe d'intervalles ave 1 < α(G) < t. Alors G ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/⌈log3((3t− 3)/2)⌉⌉.Preuve. D'après le orollaire 5.3 et le prinipe des asiers. ⊓⊔Lemme 5.5 Soit G un graphe d'intervalles ave t ≤ α(G) ≤ n. Alors G ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins t.Preuve. Puisque tout stable induit un sous-graphe d'intervalles propres, le plus grand sous-graphe d'intervalles propres est de taille au moins t. ⊓⊔Remarque. Une onséquene intéressante de es deux lemmes est elle-i. Soit G un graphed'intervalles satisfaisant une des deux onditions suivantes, pour t = O(1) :(1) G ne possède pas de opie induite de K1,t (ou de stable de taille supérieure à t) ;(2) G possède une opie induite de K1,n−t (ou un stable de taille supérieure à n− t).Alors G ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille Ω(n) alulable en tempset espae linéaire. Notons que ette remarque reste valable même si le lemme de partitionlinéaire est utilisé pour e�etuer la partition.En joignant les deux lemmes préédents, nous obtenons que tout graphe d'intervallesontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins f(n, t) = min{⌈n/f0(t)⌉, t}pour n'importe quel entier t variant entre 2 et n, où f0(t) = ⌈log3((3t− 3)/2)⌉. La reherhede la valeur de t ∈ {2, . . . , n} pour laquelle f(n, t) atteint son maximum se fait de lafaçon suivante. La fontion ⌈n/f0(t)⌉ est monotone déroissante, alors que la fontion t estmonotone roissante. De e fait, une borne inférieure du maximum reherhé est n/f0(⌈t̃⌉)ave t̃ solution unique de l'équation t̃ = n/f̃0(t̃) où f̃0(t) = log3(3t/2). La valeur de t̃ estdonnée par

t̃ =
ñ

W0(βñ)



5.3.2 Le plus grand sous-graphe d'intervalles propres 125où ñ = n ln 3, β = 3
2 et W0 est la branhe prinipale de la fontion W de Lambert.La fontion W de Lambert véri�e W (z)eW (z) = z pour z ∈ C. Cette fontion n'est pasinjetive et omporte une in�nité de branhes, dont une seule de R

+ dans R
+. Cette dernière,appelée branhe prinipale et notée W0, est onnue en analyse ombinatoire pour sa relationave la série génératrie exponentielle T (z) des arbres étiquetés enrainés (onnue sous lenom de tree funtion en anglais). En e�et, si Tn dénote le nombre d'arbres enrainés sur nsommets étiquetés, alors T (z) =

∑∞
n=1 Tn

zn

n! = −W0(−z). Le omportement asymptotiqueen zéro ou à l'in�ni de la branhe W0 est donné par
W0(z) ∼ ln z − ln ln z +

∞
∑

k=0

∞
∑

m=1

ck,m
(ln ln z)m

(ln z)k+moù les ck,m sont des onstantes indépendantes de z. Lorsque z ≥ e/α, nous avons l'ena-drement ln(αz) − ln ln(αz) ≤ W0(αz) ≤ ln(αz). Pour plus de détails sur la fontion W deLambert et sa branhe prinipale W0, nous renvoyons le leteur à [27℄.Lorsque n ≥ 2, nous pouvons don borner t̃ par
t̃ ≤ n

log3(β
′n)− log3 ln(β′n)où β′ = 3 ln 3

2 , et de là obtenir la borne inférieure n/f0(⌈t̃⌉) ≥ n/⌈log3(βt̃)⌉ où β = 3
2 . A�nd'y voir plus lair, voii un enadrement de ette borne inférieure :

n

⌈log3 n⌉ ≤
n

⌈log3(βt̃)⌉ ≤
n

⌈log3(β
′n)− log3 log3(β

′n)⌉En�n, nous pouvons véri�er que ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ < n/⌈log3(βt̃)⌉ pour n ≥ 244, et don quela borne inférieure n/⌈log3(βt̃)⌉ est de façon asymptotique meilleure que la borne de laproposition 5.18 (voir la �gure 5.11).Les lemmes 5.4 et 5.5 peuvent aussi être utilisés a�n d'a�ner la borne inférieure envigueur pour les graphes d'ars (proposition 5.18). Tout d'abord, retirons de la représenta-tion l'ensemble des ars ontenant un point p du erle. Si le graphe d'intervalles G′ induitpar les intervalles restants est tel que 1 < α(G′) < t, alors le graphe d'ar ontient unsous-graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/(⌈log3((3t− 3)/2)⌉+ 1)⌉ (puisqueelui-i admet une partition en ⌈log3((3t − 3)/2)⌉ + 1 sous-graphes d'intervalles propres).Dans le as ontraire (t ≤ α(G′) ≤ n), il existe un sous-graphe d'intervalles propres de tailleau moins t. Par onséquent, nous reherherons ii la valeur de t pour laquelle la fontion
min{⌈n/(f0(t) + 1)⌉, t} atteint son maximum. En proédant à une analyse similaire à elleque nous avons menée préédemment, nous obtenons

t̃ =
ñ

W (βñ)
≤ n

log3(β
′n)− log3 ln(β′n)

n/(f0(⌈t̃⌉) + 1) ≥ n/⌈log3(βt̃)⌉où ñ = n ln 3, β = 9
2 et β′ = 9 ln 3

2 .En onlusion de la disussion préédente, nous pouvons établir le résultat suivant.
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nFig. 5.11 � L'évolution des bornes supérieures : la borne de la proposition 5.19 (traé foné)est de façon asymptotique supérieure à la borne de la proposition 5.18 (traé lair).Proposition 5.19 (Borne inférieure ra�née) Tout graphe d'intervalles ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins
n

⌈

log3

(

3
2

n
log3( 3 ln 3

2
n)−log3 ln( 3 ln 3

2
n)

)⌉et tout graphe d'ars ontient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins
n

⌈

log3

(

9
2

n
log3( 9 ln 3

2
n)−log3 ln( 9 ln 3

2
n)

)⌉pour n > 1. De plus, e sous-graphe peut être exhibé en temps O(n log( n
log n−log log n)+ m) etespae linéaire.À présent, disutons de la omplexité du problème. Déterminer un plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe ontient le problème de la reonnaissane desgraphes d'intervalles propres, qui est soluble en temps et espae linéaire [31℄. Comme pour leproblème de la partition en sous-graphes d'intervalles propres, nous ne sommes pas parvenusà déterminer la omplexité du problème, même en nous restreignant aux graphes d'inter-valles. Toutefois, nous montrons que le problème devient polynomial lorsque l'on se restreintà la sous-lasse des graphes à seuil.



5.3.2 Le plus grand sous-graphe d'intervalles propres 127Proposition 5.20 (Complexité) Le problème de la détermination du plus grand sous-graphe d'intervalles propres peut être résolu en temps et espae linéaire pour les graphes àseuil.Preuve. Nous rappelons qu'un graphe à seuil est omposé d'une lique C = C1 ∪ · · · ∪Cr etd'un stable S = S1 ∪ · · · ∪Sr (r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommetde Si est adjaent à un sommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r}.Une telle représentation peut être alulée en temps et espae linéaire à partir de la partitiondes sommets du graphe selon leur degré (f. [75, p. 223�227℄ pour plus de détails).Tout sous-graphe d'intervalles propres de ardinal maximum dans un graphe à seuil doitontenir au moins un sommet de C. En e�et, si un sous-graphe d'intervalles propres neontient que des sommets de S, alors il ne peut être de ardinal maximum puisque l'onpeut lui ajouter les sommets de C1 (qui ne sont reliés à auun sommet de S1 ∪ · · · ∪ Sr pardé�nition). Maintenant, soit i le plus grand indie tel qu'un sommet de Ci appartient à unplus grand sous-graphe d'intervalles propres (1 ≤ i ≤ r). Nous a�rmons que e sous-grapheontient (i) tous les sommets de C1 ∪ · · · ∪Ci, (ii) tous les sommets de Si ∪ · · · ∪ Sr et (iii)un sommet de S1 ∪ · · · ∪ Si−1 si i > 1 et |S1 ∪ · · · ∪ Si−1| ≥ 1. Les assertions (i) et (ii)déoulent respetivement du fait que tout sommet de Ci induit une lique ave les sommetsde C1 ∪ · · · ∪Ci et n'est relié à auun sommet de Si ∪ · · · ∪Sr. Pour prouver (iii), il su�t devoir que le sous-graphe induit par un sommet de Ci, un sommet de C1 et deux sommets de
S1∪· · ·∪Si−1 est isomorphe à K1,3. Ainsi, la taille d'un plus grand sous-graphe d'intervallespropres ontenant au moins un sommet de Ci est donnée par ti =

∑i
j=1 |Cj | +

∑r
j=i |Sj|(+1 si ∑i−1

j=1 |Sj | ≥ 1).Déterminer un plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe à seuil re-vient à aluler l'indie i (1 ≤ i ≤ r) pour lequel l'expression ti atteint son maximum.Corretement implanté, e alul se fait en temps et espae linéaire. ⊓⊔Remarque. En d'autres termes, le nombre de sous-graphe d'intervalles propres de taillemaximale dans un graphe à seuil est exatement r ≤ n.En�n, voii un résultat similaire à elui que nous avons obtenu pour le problème de lapartition minimum en sous-graphe d'intervalles propres (voir le orollaire 5.6).Corollaire 5.17 (Complexité) Un plus grand sous-graphe d'intervalles propres peut êtreapprohé en temps O(n log( n
log n−log log n) + m) et espae linéaire ave un ratio
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log3
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2
n)−log3 ln( 3 ln 3

2
n)

)⌉pour les graphes d'intervalles et un ratio
1

⌈

log3

(

9
2

n
log3( 9 ln 3

2
n)−log3 ln( 9 ln 3

2
n)

)⌉pour les graphes d'ars (ave n > 1).



128 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesPreuve. D'après la proposition 5.19 et le fait que la taille d'un plus grand sous-graphed'intervalles propres est bornée par n. ⊓⊔En onlusion, deux questions restent à éluider. Tout graphe d'intervalles ontient-ilun graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/2⌉ + 1 ? Existe-t-il un algorithmepolynomial pour déterminer le plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphed'intervalles ?5.3.3 Le plus petit nombre d'intervalles de longueurs di�érentesDans ette dernière partie, nous abordons brièvement un problème introduit par Leibo-witz dans sa thèse de dotorat [108℄ et à nouveau posé par Golumbi [75, p. 197℄ dans sonlivre.Soit G un graphe d'intervalles. Nous noterons IC(G) le plus petit nombre d'intervalles delongueurs di�érentes néessaires à la représentation d'un graphe d'intervalles G (dit intervalount en anglais). Clairement, IC(G) = 1 si et seulement si G est un graphe d'intervallesunitaires. Comme IC(K1,3) = 2, nous avons d'après le théorème de Roberts [131℄ (voir aussile théorème 1.3) que IC(G) = 1 si et seulement si G est un graphe d'intervalles sans K1,3.Golumbi [75, p. 197℄ pose les deux problèmes suivants : aratériser les graphes pourlesquels IC(G) = k (ave k ≥ 2) et déterminer de bonnes bornes supérieure et inférieurepour IC(G) ? À notre onnaissane, auun résultat n'est paru sur le sujet depuis la premièreétude menée par Leibowitz [108℄, malheureusement jamais publiée. Pour ommener, nousrelatons deux résultats obtenus Leibowitz [108℄ et rapportés par Golumbi [75, p. 197℄.Proposition 5.21 (Leibowitz, 1978) Pour tout graphe G appartenant à une des deuxlasses suivantes, nous avons IC(G) = 2 :(1) les graphes d'intervalles bipartis ;(2) les graphes à seuil.Preuve. (1). Tout graphe d'intervalles biparti est omposé d'une union d'arbres Ti, oùhaque Ti est omposé d'étoiles numérotées de 1 à i tel que le sommet entral de l'étoile
j est relié au sommet entral de l'étoile j + 1 (1 ≤ j ≤ i − 1). Nous montrons ommentonstruire une représentation par intervalles ouverts d'un arbre Ti à l'aide d'intervalles dedeux longueurs di�érentes. Il est ensuite très faile d'obtenir une représentation de l'union deplusieurs arbres Ti sans modi�er la longueur des intervalles (en déalant les représentationsde haque arbre sur l'axe des réels).Soit ℓ le plus grand nombre d'arêtes portées par une étoile de Ti. Nous pouvons re-présenter les sommets entraux des i étoiles de Ti par un intervalle de longueur ℓ et lessommets périphériques par des intervalles de longueur un. Notons Īj l'intervalle de longueur
ℓ orrespondant au sommet entral de l'étoile j. Les i intervalles Ī1, . . . , Īi sont disposés defaçon à e que l'intervalle Īj hevauhe l'intervalle Īj−1 par la droite ave |Īj−1 ∩ Īj| ≤ 1(2 ≤ j ≤ i). Pour haque j = 1, . . . , i, les intervalles de longueur un orrespondant auxsommets périphériques de l'étoile j peuvent alors être insérés entre les intervalles Īj−1 et
Īj+1 de manière à être reouverts entièrement par l'intervalle Īj et à ne pas se hevauher
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1

Īj−1 Īj+1

Īj
R

ℓ

Fig. 5.12 � La représentation d'un graphe d'intervalles biparti.deux-à-deux (voir la �gure 5.12). En e�et, les étoiles 1 et i ne omportent pas plus de ℓ− 1sommets périphériques et les autres étoiles (de 2 à i− 1) pas plus de ℓ− 2.(2). Un graphe à seuil est représentable par une lique C = C1 ∪ · · · ∪ Cr et un stable
S = S1 ∪ · · · ∪ Sr (r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommet de Si soitadjaent à un sommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r} (f. [75,p. 223�227℄ pour plus de détails). Soit ℓ le nombre de sommets de l'ensemble S. Les sommetsdu graphe à seuil seront représentés par des intervalles ouverts, de longueur ℓ + 1 pour lessommets de C et de longueur un pour les sommets de S. Les intervalles orrespondant auxsommets de Ci auront les mêmes extrémités gauhes et droites, pour tout i = 1, . . . , r.
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Fig. 5.13 � La représentation d'un graphe à seuil.Une fois les intervalles de C1 plaés, nous proédons de la manière suivante. Les inter-valles de Si (1 ≤ i ≤ r− 1) sont disposés à la droite des intervalles de Ci sur l'axe des réels,de façon à e que l'extrémité gauhe du premier intervalle de Si se onfonde ave l'extrémitédroite des intervalles de Ci et que l'extrémité gauhe du jème intervalle de Si se onfondeave l'extrémité droite du préédent (j > 1). Ensuite, nous reouvrons les intervalles de
C1, . . . , Ci et S1, . . . , Si à l'aide des intervalles de Ci+1, de manière à e que les extrémitésdroites de es derniers se onfondent ave l'extrémité droite de l'intervalle de Si le plus àdroite (voir la �gure 5.13). Ainsi, les intervalles de Si, qui ne hevauhent auun intervallede C1 ∪ · · · ∪Ci, induisent un stable ave les intervalles de S1 ∪ · · · ∪ Si−1, et les intervallesde Ci+1, qui hevauhent tous les intervalles de S1 ∪ · · · ∪ Si, induisent une lique ave lesintervalles de C1 ∪ · · · ∪ Ci. En déroulant e proédé de onstrution pour i = 1, . . . , r − 1,puis en plaçant les intervalles du stable Sr à la droite des intervalles de Cr, nous obtenons



130 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux intervallesla représentation désirée. ⊓⊔Remarque. Corretement implantées, les onstrutions dérites i-dessus peuvent être réa-lisées en temps et espae linéaire de façon à e que les extrémités des intervalles soient desentiers entre 1 et n. Une méthode de onstrution similaire permet d'obtenir une représen-tation par intervalles fermés où les extrémités des intervalles sont entre 1 et 2n.Proposition 5.22 (Leibowitz, 1978) Si après la suppression d'un de ses sommets, ungraphe d'intervalles G devient un graphe d'intervalles unitaires, alors IC(G) = 2.Bien que paraissant simple intuitivement, la onstrution d'une telle représentation né-essite quelques détails tehniques fastidieux sur lesquels nous ne nous attarderons pas ii(la �gure 5.14 illustre le type de on�gurations qui posent problème).
RFig. 5.14 � Les intervalles lairs induisent un graphe d'intervalles unitaires.Ce problème a aussi un lien étroit ave le problème de la partition en sous-graphes d'in-tervalles propres. Clairement, tout graphe d'intervalles G admet une partition en moins de

IC(G) sous-graphes d'intervalles propres, puisque les intervalles de même longueur induisentde façon triviale un sous-graphe d'intervalles unitaires. Ainsi, pour tout graphe G d'inter-valles, nous avons ξ(G) ≤ IC(G), où ξ(G) représente le ardinal d'une partition minimumde G en sous-graphes d'intervalles propres. Suite à ette remarque, la proposition 5.2 et leorollaire 5.1 nous o�rent le résultat suivant.Corollaire 5.18 (Borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, le graphe k-parti Hk esttel que IC(Hk) = k et pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe G d'intervalles ave
IC(G) = ⌊log3(2n + 1)⌋.Note. Golumbi [75, p. 197℄ rapporte que Leibowitz [108℄ a réussi à onstruire pour toutentier k, un graphe G tel que IC(G) = k.Nous allons voir au travers de la proposition suivante que ette borne peut être largementrelevée en utilisant simplement un sous-graphe du graphe Hk.Proposition 5.23 (Nouvelle borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, il existe ungraphe k-parti H ′

k à n = 3k − 2 sommets tel que IC(H ′
k) = (n + 2)/3.Preuve. Une représentation par intervalles de e graphe Hk s'obtient en dé�nissant réur-sivement r stables S1, . . . , Sk omme suit. Le stable S1 est omposé d'un unique intervalleouvert. Pour i = 2, . . . , k, le stable Si est formé de trois intervalles ouverts de longueur



5.3.3 Le plus petit nombre d'intervalles de longueurs di�érentes 131égale ne se hevauhant pas deux-à deux et entièrement reouverts par l'intervalle entraldu stable Si−1 (voir la �gure 5.15 pour un exemple de onstrution). L'ensemble S1, . . . , Skdes stables résultants de ette onstrution induit un graphe k-parti dont le nombre desommets est lairement n = 3k − 2.
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Fig. 5.15 � Une représentation par intervalles du graphe H ′
3.La représentation par intervalles que nous venons de dérire est telle que IC(H ′

k) ≤ k,puisque les intervalles de haque stable sont de même longueur. À présent, nous a�rmons quel'intervalle entral d'un stable Si est néessairement d'une longueur stritement inférieureà la longueur de l'intervalle entral du stable Si−1, pour tout i = 2, . . . , k. En e�et, leontraire implique immédiatement une ontradition, puisque l'intervalle entral du stable
Si−1 induit ave les trois intervalles du stable Si une opie de K1,3. De ette a�rmation,nous déduisons aisément que les k intervalles entraux des stables S1, . . . , Sk sont tous delongueurs di�érentes et de là que IC(H ′

k) = k = (n + 2)/3. ⊓⊔Remarque. Comme Hk, la onstrution du graphe H ′
k peut être réalisée à l'aide d'intervallesayant tous des extrémités entières entre 0 et (2n + 1)/3. Il est à noter que H ′

k est aussi ungraphe sindé, puisque les intervalles entraux des stables S1, . . . , Sk induisent une lique etles intervalles restants un stable.Corollaire 5.19 (Nouvelle borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphesindé d'intervalles G ave IC(G) = ⌊(n + 2)/3⌋.Preuve. Dé�nissons le graphe H ′
k ave k le plus grand entier tel que n ≥ 3k−2, puis ajoutonsà elui-i exatement n−3k+2 sommets isolés. Clairement, e graphe reste un graphe sindéet, par la proposition préédente, n'admet auune partition en moins de ⌊(n + 2)/3⌋ sous-graphes d'intervalles propres. ⊓⊔Remarque. Le leteur notera le rapport surprenant entre la borne supérieure 2 établiepour les graphes à seuil et la borne inférieure ⌊(n + 2)/3⌋ établie pour les graphes sindésd'intervalles, qui sont pourtant deux sous-lasses des graphes d'intervalles assez prohes.D'un autre �té, la meilleure borne supérieure que nous ayons atuellement est issue dela proposition 1.1.Proposition 5.24 (Borne supérieure) Pour tout graphe d'intervalles G, le nombre IC(G)est inférieur ou égal à n− 1.Preuve. La proposition 1.1 nous permet de représenter tout graphe d'intervalles G par desintervalles ouverts dont les extrémités sont dans {1, . . . , n}. Or, dans une telle représentation,tous les intervalles ont des longueurs entières omprises entre 1 et n− 1. ⊓⊔



132 Chapitre 5. Sur ertains problèmes de partition relatifs aux graphes d'intervallesRemarque. De plus, ette représentation s'obtient en temps et espae linéaire (d'après laproposition 1.1, p. 11).Une question que nous n'avons pas enore abordée jusqu'ii, sinon au travers de quelquesremarques, onerne la omplexité du problème. Cette question, qui reste ouverte à e jour,est intimement liée à la aratérisation des graphes d'intervalles pour lesquels IC(G) = k,lorsque k ≥ 2. Nous pensons que es graphes sont justement les graphes d'intervalles qui neontiennent pas H ′
k omme sous-graphe induit . Cette onjeture semble di�ile à aborderde manière onstrutive au vue des e�orts déployés pour prouver la proposition 5.22.5.4 Synthèse des résultatsLa �gure 5.16 o�re une synthèse des résultats que nous avons obtenus lors de l'étudedes quatre problèmes suivants : (a) la plus petite partition d'un graphe d'intervalles ensous-graphes d'intervalles propres, (b) la plus petite partition d'un graphe d'intervalles enstables ou liques, () le plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe d'in-tervalles et en�n (d) le plus petit nombre d'intervalles de longueurs di�érentes néessaire àla représentation d'un graphe d'intervalles.Borne inférieure Borne supérieure ComplexitéProblème (a) ⌊log3(2n + 1)⌋ ⌈log3 n⌉ ouvertProblème (b) ⌊√n⌋ 2⌊√n⌋ O(n1.5(n + m))Problème () n

‰
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„
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n

log3( 3 ln 3
2 n)−log3 ln( 3 ln 3

2 n)

«ı ⌈n/2⌉+ 1 ouvertProblème (d) ⌊(n + 2)/3⌋ n− 1 ouvertFig. 5.16 � Les prinipaux résultats du hapitre 5.Il est à noter que toutes les bornes (inférieures et supérieures) ont été obtenues de façononstrutive.



Chapitre 6ConlusionDans e dernier hapitre, nous dressons un bilan des prinipaux résultats présentés dansette thèse, avant de dégager quelques perspetives de travail.6.1 BilanTout d'abord, voii un réapitulatif des résultats que nous avons obtenus onernant leproblème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle au travers des hapitres 2, 3 et 4.Graphes d'intervalles propres Graphes à seuil Graphes d'intervalles
k = 2 O(n + m) O(n + m) O(n + m)

k = 3 O(n + m) O(n + m) ouvert
k ≥ 4 O(n + m) O(n + m) NP-di�ile [14℄Fig. 6.1 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles.Graphes d'ars propres Graphes d'ars

k = 2 O(n + m) ouplage maximum [122, 74℄
k = 3 O(n2) ouvert
k ≥ 4 O(n2) NP-di�ile (même si parfaits ou de Helly) [14℄Fig. 6.2 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes d'ars irulaires.Graphes de toléranes propres Graphes de toléranes
k = 2 ouplage maximum [122, 74℄ ouplage maximum [122, 74℄
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) NP-di�ile (même si bornées)Fig. 6.3 � La omplexité du problème Ordo pour les graphes de toléranes.133



134 Chapitre 6. ConlusionGraphes sans K1,3 Graphes d'intervalles Graphes d'ars
k ≥ 2 O(n2/k) O(n + m) O(n + m)Fig. 6.4 � La omplexité du redéoupage pour les graphes sans K1,3 et les graphes d'ars.Graphes de toléranes propres Graphes de toléranes

k = 2 O(n + m) ontre-exemple
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) ontre-exempleFig. 6.5 � La omplexité du redéoupage pour les graphes de toléranes.Forêts Graphes sindés Graphes triangulés

k ≤ 4 O(n + m) O(n + m) O(n + m)

k ≥ 5 O(n + m) O(n + m) ouvertFig. 6.6 � La omplexité du redéoupage pour les graphes triangulés.Une artographie partielle de la omplexité du problème est proposée �gure 6.7. Bien quepour la majeure partie des lasses de graphes étudiées le problème reste NP-di�ile lorsque
k est �xé, quelques questions intéressantes restent ouvertes onernant la omplexité duproblème k-Ordo pour les graphes d'intervalles et les graphes de permutation, ainsi que pourd'autres lasses qui les englobent. Comme nous l'avons évoqué en introdution, le problèmeOrdo peut être résolu en temps et espae polynomial pour les ompléments de graphesd'intervalles et même les ompléments de graphes fortement triangulés. Or, la questionde la omplexité du problème Ordo pour les ompléments des graphes triangulés restentouvertes, de même que pour les ompléments des graphes d'ars. En�n, l'étude onernantla propriété de redéoupage que nous avons introduite au hapitre 4 est enourageante etmérite d'être approfondie.6.2 PerspetivesVoii deux autres problèmes que nous avons extraits de la problématique de plani�ationde personnel renontrée lors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du GroupeAir Liquide.Le premier problème se dé�nit omme suit. Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble de tâhes jour-nalières à a�eter à des employés, haune possédant une date de début di et une date de �n
fi. Cette fois-i, un employé ne peut e�etuer un ensemble de tâhes (deux-à-deux disjointesdans le temps) que si la somme des durées de elles-i est inférieure à une valeur donnée
D, la question restant : ombien d'employés doit-on mobiliser pour qu'à la �n de la journéetoutes les tâhes aient été réalisées ? Ce problème est équivalent à un problème de remplis-sage de boîtes (en anglais bin-paking) ave ertaines ontraintes de ompatibilité entre lesobjets (ii dé�nies par le graphe d'intervalles sous-jaent), et par onséquent est NP-di�ile
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g. d'ars
g. d'ars propres g. d'intervalles g. sindés g. bipartis[NPd, sauf k �xé℄g. de permutation

g. d'intervalles propres g. à seuil forêts

[NPd, k ≥ 3℄
o.g. de omparabilité

g. de toléranes bornées[NPd, k ≥ 4℄ [NPd, k ≥ 4℄ o.g. triangulésg. de toléranes[NPd, k ≥ 3℄ g. de trapèzes[NPd, k ≥ 3℄g. de omparabilité[NPd, k ≥ 6℄
[NPd, k ≥ 3℄

g. sans K1,3 g. de ordes
[NPd, k ≥ 3℄ g. faiblement triangulés[NPd, k ≥ 3℄

[ouvert℄g. triangulés
[NPd, k ≥ 4℄ [NPd, k ≥ 6℄

[NPd, k ≥ 3℄
[NPd, k ≥ 6℄

g. de Meyniel

[O(n3)℄
[O(k2 log k + n)℄

[NPd℄

[O(n + m)℄ [O(n + m)℄

g. parfaits

[O(n2)℄

Fig. 6.7 � Une artographie de la omplexité du problème Ordo.(même lorsque les intervalles sont tous deux-à-deux disjoints). Dans notre mémoire de DEA[62℄, nous avons proposé des algorithmes d'approximation e�aes pour e problème. Leproblème du bin-paking ave on�its a été étudié plus généralement par Jansen et Öhring[101, 99℄ (voir aussi [94, 95, 96℄). Cette étude mériterait d'être détaillée et enrihie, ommenous l'avons fait pour le problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle.Le seond problème di�ère du préédent par le fait que le temps de latene entre lesdi�érentes tâhes de la vaation d'un employé est omptabilisé dans le alul de son tempsde travail. La ontrainte devient : un employé ne peut e�etuer un ensemble de tâhes (deux-à-deux disjointes dans le temps) que si le temps éoulé entre le début de la première tâheet la �n de la dernière est inférieur à une valeur donnée D. Le problème se réduit alors à laoloration minimum d'un graphe G = (V,Ei ∪ Ec) où les arêtes de l'ensemble Ei induisentun graphe d'intervalles et les arêtes de l'ensemble Ec induisent un graphe de omparabilité.À notre onnaissane, auun résultat n'est paru au sujet de e problème.



136 Chapitre 6. ConlusionPour onlure, mentionnons le problème de l'ordonnanement par lots (en anglais bath-sheduling) ave ontraintes de ompatibilité (ou d'inompatibilité) entre les tâhes. Ceproblème, réemment étudié par Boudhar [19℄ et Finke et al. [53℄, étend le problème del'ordonnanement ave exlusion mutuelle de la façon suivante. Chaque sommet v ∈ V dugraphe G est pondéré par un poids p(v) ∈ N et le poids d'un stable de G est dé�ni ommeétant le maximum parmi les poids de ses di�érents sommets. Le but est alors de trouverune partition de G en stables de taille au plus k qui minimise la somme des poids desstables. Le problème est déjà NP-di�ile pour les graphes sindés, même lorsque k est unparamètre �xé supérieur ou égal à trois [19℄. Toutefois, plusieurs questions restent ouvertesle onernant [53℄.
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Résumé :Le problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle peut être formulé omme suit en les termes de lathéorie des graphes : étant donné un graphe G non orienté et un entier k, déterminer une oloration minimumde G tel que haque ouleur apparaisse au plus k fois. Lorsque le graphe G est un graphe d'intervalles, eproblème a des appliations dans le domaine de la plani�ation de personnel. Ainsi, ette thèse a pour objetl'étude détaillée de la omplexité du problème d'ordonnanement ave exlusion mutuelle pour les graphesd'intervalles ou de lasse apparentée.Les deux premiers hapitres de la thèse traitent de la omplexité du problème pour les graphes d'in-tervalles, ainsi que deux extensions, les graphes d'ars irulaires et les graphes de toléranes. Lorsque leproblème s'avère être polynomial, nous proposons des algorithmes à la fois simples et e�aes pour lerésoudre (notamment des algorithmes en temps et espae linéaire).Motivé par des aspets pratiques, nous analysons ensuite l'impat de la propriété suivante sur la om-plexité du problème : le graphe G admet une oloration où haque ouleur apparaît au moins k fois. Nousmontrons que si un graphe d'intervalles satisfait ette ondition, alors elui-i admet une partition optimaleen ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k qui peut être alulée en temps et espae linéaire. Cette assertion estensuite étendue aux graphes sans K1,3, aux graphes d'ars irulaires, ainsi qu'aux graphes triangulés pour
k ≤ 4.Le dernier hapitre est onsaré à ertains problèmes de partition relatifs aux graphes d'intervalles.Nous y étudions en partiulier le problème de la partition d'un graphe d'intervalles ou d'ars en sous-graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissons la proposition suivante : tout graphe d'intervallesadmet une partition en moins de ⌈log3 n⌉ sous-graphes d'intervalles propres et elle-i peut être aluléeen temps O(n log n + m) et espae linéaire. Ce résultat est mis à pro�t lors de la oneption d'algorithmespolynomiaux d'approximation pour un problème de plani�ation de personnel lié à l'ordonnanement aveexlusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'ars.Mots-lefs : ordonnanement ave exlusion mutuelle, oloration de graphes, plani�ation de personnel,graphes d'intervalles, lasses de graphes.Abstrat :The mutual exlusion sheduling problem an be formulated as follows in graph-theoreti terms : given anundireted graph G and an integer k, determine a minimum oloring of G suh that eah olor is usedat most k times. When the graph G is an interval graph, this problem has some appliations in workforeplanning. Then, the subjet of this thesis is to detail the omplexity of the mutual exlusion shedulingproblem for interval graphs and related lasses.The �rst two hapters of the thesis deal with the omplexity of the problem for interval graphs, as wellas two extensions, irular-ar graphs and tolerane graphs. When the problem is proved to be polynomial,we propose some simple and e�ient algorithms for its resolution (in partiular linear time and spaealgorithms).Motivated by pratial aspets, we also analyse the impat of the following property on the omplexityof the problem : the graph G admits a oloring suh that eah olor appears at least k times. We show thatif an interval graph satis�es this property, then it admits an optimal partition into ⌈n/k⌉ stable sets of sizeat most k whih an be omputed in linear time and spae. Then, this assertion is extended to K1,3-freegraphs, irular-ar graphs, as well as hordal graphs for k ≤ 4.The last hapter is devoted to partition problems related to interval graphs. We investigate partiularlythe problem of partitioning interval ou irular-ar graphs into proper interval subgraphs, for whih thefollowing proposition is established : any interval graph admits a partition into less than ⌈log3 n⌉ properinterval graphs and this one an be omputed in O(n log n + m) time and linear spae. This result is usedin the design of polynomial approximation algorithms for a workfore planning problem related to mutualexlusion sheduling for interval or irular-ar graphs.Title : Mutual exlusion sheduling with interval graphs or related lasses : omplexity and algorithms.Keywords : mutual exlusion sheduling, graph oloring, workfore planning, interval graphs, lasses ofgraphs.


