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Résumé :

Cet article traite des distances discrétes dans Z2. 11 s'intéresse aux distances efficaces en
termes de calcul et de stockage, & savoir les distances du chanfrein. Les principes inhérents au
calcul de I'image de distance induisent des propriétés locales, arithmétiques et géométriques sur
cette image et sur la structure des boules discretes construites. Nous démontrons ces propriétés,
qui sont liées aux droites discrétes ; puis nous donnons un procédé de calcul de masques de
chanfrein de taille quelconque, assurant une erreur minimale par rapport a la distance
euclidienne et une quasi-isotropie.

Mots clés :
Analyse d'images - Distance discréte - Distance du chanfrein - Représentation de formes -
Géométrie discrete.




1 - Introduction

Dans le domaine de l'analyse d'images, la notion de distance discréte est utile pour
quantifier et décrire les objets présents dans 1'image. Nous développons cette notion au § 2.1,
et présentons les métriques usuelles dans le maillage carré Z2. Nous abandonnons la distance
euclidienne (§ 2.2) au profit de distances du type chanfrein (§ 2.3).

Nous rappelons ensuite les méthodes classiques de calcul de distance sur une image au § 3,
qui peuvent €tre extrémement performantes dans le cas des chanfreins (§ 3.3).

Ces distances de chanfrein présentent des propriétés locales, arithmétiques et géométriques
intéressantes. Nous donnons la définition de leur masque (§ 4.1), et présentons au § 4.2 les
boules de ces métriques, qui donnent une ouverture vers la topologie discreéte. Clest au § 4.3
que l'étude approfondie des images de distance est "perpétrée", avec l'introduction de la notion
de céne d'influence, et la démonstration de deux nouveaux théorémes sur l'interaction des
coefficients du masque.

L'intér€t majeur de cette famille de distances est de pouvoir approcher la distance
euclidienne, de fagon a garantir l'isotropie. Le choix des coefficients du masque est abordé de
fagon intuitive au § 5.1.1, puis par excds inverse au § 5.1.2 avec la méthode de Borgefors. Les
propriétés découvertes au § 4.3 nous permettent de présenter une nouvelle approche plus souple
(§ 5.1.2). Nous comparons ces deux méthodes au § 5.2 dans la construction de deux nouveaux
masques, dont 1'un de grande taille.

2 - Distances discreétes

2.1 - Définition

Définition:  On appelle distance discréte sur un ensemble E une application d : EXE — N
avec des résultats entiers, vérifiant : VP, Q,Re E
- définie positive : d(P,Q)20;dP,Q)=0=P=Q
- symétrique : d(P,Q) = d(Q,P)
- inégalité triangulaire : d(P,R) < d(P,Q) + d(Q,R)

Les distances de base utilisées dans Z2 sont : '
d4 (P,Q) = Ixp-xgl + lyp-yg "City block distance", "distance de Manhattan"
dg (P,Q) = max ? Ixp-Xgl ,qup—yql ) "Chessboard distance", "distance de 1'échiquier”

Ces métriques sont relatives également a la connexité entre points d'une image (§ 4.2), et
leurs boules sont respectivement un losange et un carré. Les résultats qui leur sont associés sont
ainsi tres €loignés de la distance euclidienne (41% d'erreur relative pour da, et 29% pour dg).

En particulier, ces distances ne sont pas du tout isotropes, ce qui peut étre génant et source
potentielle d'erreurs dans certaines applications (§ 6).

2.2 - Tant pis pour Euclide

La distance euclidienne dans Z2 s'écrit : dg (P,Q) =V ((xp-x)? + (yp-y?d -




Malheureusement cette distance a des résultats réels ; on ne voudra pas s'en servir ici car le
support des images que I'on utilise est une matrice d'entiers. On ne peut pas non plus fabriquer

de distance entiére & partir de dg : ni (dg)2 € Z, ni int(dg), round(dg), int(dg*109), etc, ne
forment une fonction de distance (elles ne respectent pas l'inégalité triangulaire).

On rencontre aussi des probleémes de stockage pour d : pour retenir la distance d'un point P
au bord d'un objet, on conserve (dg)? sur un entier long (32 bit), ou les coordonnées (x,y) du
plus proche point de P dans cet objet, sur 2 entiers (2*16 bits), ce qui double l'espace mémoire
nécessaire et change la représentation habituelle des images. On reproche enfin 2 la distance
euclidienne son temps de calcul cofiteux (§ 3).

Pour ces raisons, nous allons essayer de construire au § 4 des distances discrétes efficaces
en termes de précision, de stockage et de temps de calcul, et qui soient le plus isotropes
possibles. Devant les problémes soulevés par dg, dg et dg , nous essaierons de "pousser” les
distances de type chanfrein, en nous référant a dg comme critére d'isotropie, et
uniquement pour cela.

2.3 - Masques de chanfrein

Pour d4 et dg, & chaque déplacement élémentaire a été associé un cofit de 1, alors que
certains déplacements sont vers les voisins directs et d'autres vers les voisins indirects (figure
2.1-a,b). Aussi, il semble naturel de pondérer un déplacement élémentaire par une valeur
significative du déplacement euclidien réalisé.

L'approche la plus intuitive consiste a fixer la valeur 1 pour un déplacement en 4-voisinage,
et V2 pour un déplacement diagonal (figure 2.1-c), voire d'autres déplacements : Montanari
[68] a ainsi eu I'idée de pondérer d'autres déplacements dans des voisinages plus grands, avec
par exemple 1, V2, V5 (figure 2.1-d). La distance qu'il obtient en prenant le chemin minimum
d'un point 4 un autre, formé des déplacements autorisés, peut donc en théorie approcher dg
autant qu'on le souhaite. Mais un tel calcul est complexe entre deux points (il donne la formule
analytique), et cofiteux sur toute une image.

Comme cette distance n'est pas entiere, Borgefors [84,86] a eu l'idée d'a procher les
valeurs 1, \/2, \/5, etc, avec des fractions, par exemple (l,\/2) par (1,4/3), ou (1, 2,\/5) par (1,
7/5,11/5) (figure 2.1-e,f).

Le principe des distances de chanfrein dc est donc de pondérer les déplacements dans
un voisinage donné avec des entiers.
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Figure 2.1 : pondérations locales.

A la figure 2.1, 1a distance définie par le masque (e) se dit chanfrein 3-4, et pour (f) se dit
chanfrein 5-7-11. Le calcul de la distance entre deux points P et Q ne s'opére pas ici de fagon
analytique, mais en générant toutes les valeurs intermédiaires de P & Q. On commence par
centrer le masque en P, et on affecte les pondérations du masque dans le voisinage de P. Puis
on remplit les points X non affectés par le masque (ligne  ligne, ou colonne par colonne) de P
a Q. La valeur que l'on retient en un point X est obtenue en centrant le masque en X, et en
cherchant le minimum de la somme de chaque pondération du masque avec le point image
correspondant, s'il est d&ja affecté (figure 2.2).
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Figure 2.2 : calcul de la distance de chanfrein entre deux points P et Q.

3 - Image des distances au fond

On appelle image des distances au fond 1image telle que la valeur attribuée en tout
point P est égale a la distance de P au complémentaire. L'introduction de concept d'image de
distance permet de souligner deux aspects importants. En premier lieu & partir d'une image on
construit une autre image ; en second lieu les valeurs calculées avec dg4, dg et de sont des entiers
naturels. L'image des distances est donc une image en niveaux de gris (figure 3.1).
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Figure 3.1 : Image des distances au fond avec d4 a4 gauche et dg 2 droite.

Ces images de distance sont essentielles en analyse d'images et en description de formes.
Le choix d'une distance conditionne les propriétés locales de I'image des distances (§ 4). Nous
présentons ci-apres des méthodes de calcul des transformations de distance DT.

3.1 - Parcours exhaustif

Une approche naive consiste 4 calculer les valeurs en chaque point de DT par consultation
exhaustive de 1'image originale pour la recherche du minimum. Autrement dit pour chaque
point de DT on va consulter tous les autres points du fond de 1'image, ce qui est extrémement

cofiteux en temps de calcul ( en O(m%) ).




Le seul intérét de cet algorithme réside dans le fait que la distance choisie peut étre
quelconque, et en particulier la distance euclidienne (avec une structure de données particuliére,
cf § 2.2). Cependant nous montrons dans la suite qu'il existe des schémas algorithmiques bien
moins cofiteux, de type paralleéle ou séquentiel, qui permettent de calculer des images de
distance pour d4, dg et dc, et nous montrons que d¢ peut approximer dg autant que souhaité
avec des fractions d'entiers.

3.2 - Calcul parallele

Cette approche est mise en ceuvre par une propagation sur les contours de 'objet. On
initialise le bord de 1'objet a 1, puis & chaque étape on étiquette le contour de l'objet formé par
les points non traités (figure 3.2).
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Figure 3.2 : Parcours parallele avec dg.

Cet algorithme est massivement parallélisable, et par 12 méme bien plus efficace que le
parcours exhaustif (§ 3.1). I1 s'écrit facilement pour dg et dg, et se formalise pour les
chanfreins. Le nombre d'itérations dépend de 1'épaisseur de 1'objet, et le temps de calcul est en
O(n3). On note que Yamada [84] a développé par une approche similaire une méthode de calcul
de dg. On préferera cependant des algorithmes ol le nombre de passage sur 1'image est fixe, car
ceux-ci sont plus performants sur des machines séquentielles (§ suivant).

3.3 - Calcul séquentiel

L'algorithme parallele du § 3.2 peut se reformuler avec des masques de la figure 3.3 :

11 11
1 111 4 3 4 117 5 711
m4=(1 0 1) ms-‘—‘(l 0 1) m3-4=(3 0 3) ms.7.11 = 505
1 111 4 3 4 117 5 711
11 11

Figure 3.3 : masques de d4 , dg , d3-4 et d5.7.11.

Sur une machine séquentielle ( Rosenfeld [66] , Borgefors [84] ) on décompose le masque
en deux demi-masques symétriques par rapport a O, chacun servant pour un balayage. Le demi-
masque avant commence aprés le milieu P dans le sens du balayage. Ses points M[i] ont les
coordonnées (M[i].x,M[i].y) et le poids M[i].p . Le demi-masque arriere est donc constitué des
points (-M[i].x,-M[il.y) de poids M[i].p (figure 3.4).
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Figure 3.4 : décomposition d'un masque en deux.



La construction de DT est décrite ci-apres. Pic est une matrice de taille ymax*xmax.

Parcours avant : de haut en bas et de gauche a droite
pour y de 1 & ymax faire
pour x de 1 a xmax faire
si Pic[x,y] #0

alors Pic[x,y] := MIN; {Pic[x—M[i].x,y-M[i].y] + M[i].p}

Parcours arriére : de bas en haut et de droite a gauche
pour y de ymax a 1 faire
pour x de xmax a 1 faire
si Pic[x,y] #0

alors Pic[x,y] := MIN; { Pic[x,y] , Pic[x+MIi].x,y+MIi].y] + M[il.p }

Cet algorithme est trés efficace (en O(n2)), puisqu'il ne nécessite que deux consultations par
point de l'image, et ce sur un voisinage restreint du point ( Rosenfeld [66] ). Il nous intéresse
tout particulitrement pour les masques de chanfrein (figure 3.5). A noter le “facteur d’échelle”
imposé par le premier coefficient du masque (§ 5.1) :

333333 333333
366664 366663
369984 — 367743
369128 33463

364 333

Figure 3.5 : DT avec chanfrein 3-4 en 2 balayages séquentiels.

11 existe un calcul séquentiel de dg [Danielsson 80] , par aller-retour sur les lignes, mais
certaines configurations de points fond (cOnes aigus) provoquent des erreurs.

4 - Etude des chanfreins

4.1 - Définition du Masque

Nous limitant & des masques symétriques

par rapport a O, (Ox), (Oy), nous appelons

générateur d'un masque le premier octant

de celui-ci:

Définition :
- On appelle point visible un point de coordonnées (x,y) telles que pged(x,y) = 1 (avec la
convention pged(0,a) = a ).

- Le poids affecté & un point du masque est X

nommé pondération locale . A

Un point v du masque engendre par translation

les valeurs 2v, 3v,.. : T 3y




Dans cet exemple, v(2,1) est un point visible, mais pas 2v, 3v,.. , suite de points que nous
appellerons périodes. Un masque ne sera donc constitué que de points visibles, car une
pondération locale placée sur la période d'une autre alourdirait inutilement l'extraction des MIN
dans l'algorithme de 3.3.

On note a,b,c,.. les points visibles du masque, dans l'ordre croissant de leur distance
euclidienne par rapport au centre x. Cela ne correspond pas & un parcours lignes/colonnes du
masque, comme on le constate pour 1 et k sur la figure 4.1 :
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Figure 4.1 : Points visibles.

Nous donnons maintenant la structure générale d'un masque de chanfrein :

Définition :  Le générateur d'un masque de chanfrein est tel que :
(1) il possede au moins les pointsaetb;
(2) 1l ne comporte que des points visibles ;
(3) ses pondérations locales vérifient les inégalités :

a<b<?2a cta<e<ct+b
2a<c<atb 4a <f<d+a
Ja<d<cta ...

Remarques :

« Cette définition exclut volontairement les masques de d4 et dg :
- le générateur du masque de d4 ne posseéde qu’un seul point, ce qui ne remplit pas (1) ;
-pourdgonaa=>b=1cequiest contraire a (3).

* Les encadrements fixés en (3) font respecter les inégalités triangulaires et le théoréeme de la
projection entre les points du masque ; on suppose ces conditions suffisantes pour qu'il en soit
de méme dans tout le plan, de telle sorte qu'un masque de chanfrein induise bien une métrique
discrete. Pour établir des conditions nécessaires et suffisantes ainsi qu'une démonstration
rigoureuse, il faudrait rechercher la formule analytique générale des distances du chanfrein ;
nous apportons quelques éléments de réponse au § 4.3.

On note "chanfrein a-b-c-.." un tel masque, en remplagant a,b,c,.. par leur valeur, ou par "o"
si le point correspondant n'est pas affecté. En effet, on est libre de ne pas pondérer certains
points visibles parmi ¢,d,e,.., tout en conservant la validité de la définition du chanfrein. Ces
choix éventuels vont conférer certaines propriétés & la distance discréte ainsi obtenue,
propriété€s que l'on étudie dans la suite. Nous allons aussi montrer que ces distances sont des
combinaisons linéaires de d4 et dg dépendant du cone d'influence ot l'on se trouve [Thiel 91b].



4.2 - Boules

4.2.1 - Métriques de base

1 111
Les boules unité pour dgetdgsont 1 Q 1 pourdset 1 ( 1 pour ds.

1

Ces métriques tirent en fait leur nom de leur nombre de1 V(}isi}ls. Elles donnent de plus lieu
a des propriétés intéressantes sur les images de distance. En appelant lacet i-connexe une
suite de points voisins 2 & 2 pour d;, et courbe un lacet fermé avec exactement 2 voisins par
point, on remarque que les courbes de niveau sur DT ne sont pas des courbes, mais des lacets.

Un autre point & souligner est 1a dualité de d4 et dg en terme de connexité pour le théoreme
de Jordan : le bord d'un ensemble X pour d; , qui est le sous-ensemble des points de X qui sont
a la distance 1 du fond pour d; , est 12-i connexe.

4.2.2 - Chanfrein

On peut obtenir une boule de rayon R pour un masque donné en appliquant l'algorithme
donné au § 3.3 de calcul des distances au fond, sur une image de taille infinie oli chaque point
est & 1, sauf le centre qui est & 0 ; la boule est alors 'ensemble des points de valeur inférieure
ou égale & R*a+r, ol r appartient & [0,a-1]. Pour un rayon R fixé il y a donc une famille de a
boules, en faisant varier r (figure 4.2).
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Figure 4.2 : boules de chanfrein 3-4 avec R = 3.

Un changement fondamental par rapport au § 4.2.1 est la disparition des courbes de niveau ;
il vaut maintenant mieux parler d'intervalles de niveaux [ a*n , a*(n+1) [ . Ceux-ci peuvent étre
a la fois 4 ou 8-connexes, propriété que l'on dénomme "€tre *-connexe".

Le fait qu'il y ait plusieurs boules par rayon induit un passage progressif d'un rayon R au
rayon R+1. Cette possibilité est intéressante en animation (anti-aliassage); elle donne de plus un
moyen pour simuler une nouvelle topologie discrete, ol les ouverts seraient formés par
ces boules arithmétiques.

(@) ®) _ (©) (d
Figure 4.3 : (a) d4 (b) dg (c) chanfrein 3-4 (d) chanfrein 5-7-11.




4.3 - Cone d'influence dans une boule

L'allure générale des boules obtenues au § précédent est un parallélogramme pour d4, un
carré pour dg, un octogone pour chanfrein 3-4, un hexadécagone pour chanfrein 5-7-11, etc
(figure 4.3). A mesure que l'on enrichit le masque, le nombre de cotés de ces polygones
augmente. Nous allons étudier d'ot provient ce phénomene.

On étudie l'algorithme 3.3 de calcul des distances, qui donne a un point le minimum des
valeurs affectées aux points alentours augmentées des pondérations locales. Dans l'exemple de
la figure 4.4 nous avons noté dans le haut de chaque case la ou les provenances possibles

parmi 5, 7 et 11 de ces minimums, avec chanfrein 5-7-11 :

3 3 3 3 3 3 5 3 3 5
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391§ 511 ] 311 | 511 | 311 | 311 [ 311 | 5-11 | 3-11

7 11§ 161211 26131 36|41 ] 461 51| 56 +1

BN WAYE BRI BRI RS T SR SR R s n e B

1418120127132 37 42| 47| 52| 57
T 1 1| 11 11 511 [ 511 [ 3-11 | 3-11 | 3-11

2180 25 12013 331 38 143 | 48 1 53 1 58 -
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+dx 70 § 74
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77

Figure 4.4 : Cones d’influence de chanfrein 5-7-11.

Dans le cas général :

On renomme My, My, .. les n points affectés du générateur d'un masque de chanfrein, en les
ordonnant suivant ['ordre croissant de leur angle avec la demi-droite (Ox). On note IMjl le poids

et IMjll = V(x2+y2).

Sachant que pour deux points du premier octant P(x1,y1) et Q(x2,y2) ona:
Z(0x,0P) < £(0x,0Q) & y1.x2 < y2.X1
on obtient pour le chanfrein 3-4 : IM;l = 3, IMsl = 4, noté 3/4.
De méme, d'aprés leur position donnée au § 2.1 :

5-7-11

12-17-0-38-43

a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m

—>
—>
-

S5I117
12/38/0/43/17

a/k/h/tfdfifc/ife/g/lfm/b




Définition: On appelle céne d'influence des points My/M;,1 le cone délimité par les droites
séparatrices (de pixels) (O,M;) et (O,Mj41).

Dans l'exemple précédent (chanfrein 5-7-11), les cones 5/11 et 11/7 sont délimités par des
traits gras. Nous allons maintenant présenter des propriétés essentielles des cones :

Théoreme 1 :
Dans un cdne d'influence My/M;,; , les seuls points du masque & intervenir dans la

recherche du minimum pour le calcul des distances & O, sont les distances locales IMjl et

- IMjl engendre par translation les valeurs 2IMl, 3IMjl, etc ;
- de méme pour IMj4q! ;

- tous les points strictement compris entre les droites séparatrices (O,M;) et (O,M;41) ,
et qui sont au-dela du parallélogramme (O, M;, M;41, Mi+M;;1) sont obtenues par M; ou
par M;,1, et ceci de fagon €quivalente.

Preuve :

- Les déplacements locaux IM;l du masque engendrent chacun leur période, car dans la
condition (3) de la définition du chanfrein, on impose que la valeur d'une période soit
inférieure a toutes les autres combinaisons données par le masque, et le calcul des distances
prend justement leur minimum.

- Pour montrer le théoréme 1 a l'intérieur d'un céne d'influence M;j/Mj,1, on commence par
considérer le parallélogramme discret (O, M;, Mi,1, M;+M;i,1), éventuellement d'intérieur vide,
comme illustré a la figure 4.5 :

0 Mi

Mi+1 Mi+Mi+1
Figure 4.5 : le parallélogramme discret (O, M, Miy1, Mj+Miq).

Les points intérieurs 2 ce parallélogramme, s'il y en a, sont déterminés par certains points du
masque, mais sans étre atteints par M; ou M;,; ; dans tous les cas, le point M;+M;; a bien la
valeur IMj+M; 1| comme minimum.

A partir de 13, on translate le parallélogramme et les valeurs de son adhérence discrete dans
tout le cdne My/M;,1 : pour calculer le poids en un point P, il suffit de chercher a quel point X
du premier parallélogramme il correspond, et de lui ajouter le nombre de déplacements M; et
Mj+1 nécessaires pour l'atteindre ; donc ce sont bien les distances locales IMjl et IM;41] qui
interviennent dans le cone.

En notant A = P-M;,1 et B = P- M; (figure 4.6), on a bien A et B sur le grand
parallélogramme qui meéne & X ; A et B sont deux points du c6ne d'influence, et la valeur P est
donc bien obtenue de fagon équivalente, par M; et M;,; dans la recherche du minimum local,
depuis A comme depuis B (a rapprocher de [Montanari 68]).
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Figure 4.6 : P provient de A comme de B.

Définition :
Les points M; et M. sont dits consécutifs s'il n'existe pas de point visible P du premier
octant tel que :
Pl < max (IM; L,IM;41D)
Z(0x,0M;) < Z(0x,0P) < £(0x,0M;+1)
Si tous les points affectés sont consécutifs, alors le masque est dit régulier.

Exemples :

- Dans chanfrein 5-7-11, tous les points sont consécutifs ; ce masque est régulier.
- Dans chanfrein 12-17-0-38-43, I’ordre croissant par angles est 12/38/0/43/17; les points
12/38 et 43/17 sont consécutifs mais pas 38/43, car le point ¢ n'a pas été affecté.

Nous allons donner maintenant la loi générale de calcul des regles locales de déplacement,
dans un cone d'influence M;/M;,1, avec les notations de la figure 4.7 :

1
, ,
<t | ]
]
1 - H
Xi+1 M1
-
i i+l
\L +dy
cbne
_>
+dx
d'influence

Figure 4.7 : Notations du théoreme 2.

Théoréme 2 :
Si les points My/M;,1 sont consécutifs, alors
(a) les déplacements élémentaires dx et dy sont constants dans tout lintérieur du cone
d'influence
(b) leurs pondérations sont données par :
dx = yis .Myl - yi.IM; 4
dy = Xi.fMiH; - Xi+1.11\/11|




Reprenons l'exemple avec le chanfrein 5-7-11 :

dx :=1*5-0*%11 =35

. cone 5/11
cone 5/ { dy := 1¥11-2%5 =1

A dx = 1¥11-1%7 =4
. cone 11 :
eone /7{ dy :=2%7 -1%11 =3

Démonstration du théoréme :

- Pour montrer (a) nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1: Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) Les points visibles M;y/M;,; sont consécutifs. . .
(ii) Le parallélogramme discret (O, M, M1, Mj+ M) est d'intérieur vide.

Preuve du lemme 1: On a le systéme logique suivant :

le parallélogramme discret (O, Mj, Mj,1, Mi+M;,4) n'est pas d'intérieur vide

le triangle (O, M;, M;41) n'est pas d'intérieur vide

dPe (O, M, Min)°

3 P tel que IPl < max (IM; 1,IM; +11) et Z(Ox,0M;) < £(0x,0P) < £(0x,0M;41)
M,/M;,1 sont non consécutifs.

t8d8¢

Retour a la démonstration de (a) :

D'apres le théoréme 1, toutes les valeurs P & l'intérieur du cbne Mi/Mi,1, privé du
parallélogramme (O, M;, M;,1, Mj+Mi,1) sont égales a des combinaisons linéaires de M; et
M1, plus un point X du parallélogramme (cf. figure précédente sur le cone d'influence) ; i.e.
P = X+uM; +v.Mi;1.

Or ici M; et M;,; sont consécutifs, d’ou d'apres le lemme 1, le parallélogramme est
d'intérieur vide.

Donc X est égal & un des sommets du parallélogramme, d'olt P = u'.M; + v.Mj41.

Autrement dit, tous les points de l'intérieur du cdne sont atteints par une combinaison linéaire
de M; et M, 1, et donc les différences entre deux points I'un au-dessus de l'autre, ou I'un a coté
de 1'autre, sont indépendantes de leur position, ce qui prouve (a).

- Preuve du (b) : nous allons utiliser une propriété arithmétique des M; :

Lemme 2 : Soit Mj, l'ensemble des points visibles consécutifs M; (x;,y;) tels que x; < n. Alors
les yi/x; forment une suite de Farey Fj d'ordre n [H&W, I11.3.1] [Montanari 68] .

En effet, les suites de Farey Fy, sont les séries croissantes de fractions irréductibles entre 0 et
1, dont les dénominateurs n'excedent pas n.

Donc (h/k € Fp) < (0 <£h <k <n, PGCD(h,k) = 1)
Donc M;,M; ., sont deux points visibles consécutifs (propriété notée (*))

& PGCD(x;,yi) = PGCD(Xis1,yis1) = 1 et Z(0x,0Mj) < £(0x,0M;41)
or Z(0x,0M;) < Z(0x,0Mi11) € ¥i-Xir1 < Yi+l.Xi € YifXi < Yis1/Xis1

donc (*) & yi/x; et yi+1./Xi+1 sont deux termes successifs de Fy
D'ol le lemme 2.




Construction de Fy, : Fpest % —%

Propriété [H&W, th.30] : si L <l alors b <Dt < B op hth' o By i ik <.

P K Skak kO ki
doncF2:%<%<%

0 1.1 .21
F3: T<3<3<3<7

01 1.1 .2.3.1
Far Tey<3<3<3<y<1

01 .1 .1.2.1.3.2.3_.4_.1
Fs: P<5<y<3<5<3<5<3°1°5%]

ce qui correspond bien a a/k/h/f/d/i/c/j/e/g/1l/m/b
Retour a la démonstration du théoréme 2 :
Pour calculer dx et dy, il faut trouver des couples (s,t) et (u,v) tels que :
us.'yxii :\51;11:11 — 11 pour des déplacements de 1 dans le sens (Ox) ou (Oy).
Or d'aprés le lemme 2, yi/x; et yi+1/X;+1 sont deux termes successifs d'une suite de Farey,
donc d'apres le théoréme 28 de [H& W], on a toujours x;.yi+1 - Vi-Xie1 = L.

Yi+l-Xi - Yi-Xi+1 = 1 ot [5= Yir1,t=-y;
“Xi+1.¥i + X Yir1 = 1 U= -Xj+1, V= Xj
dx = sIMjl + Ml = yig Myl - v Ml
dy = u.lMjl + v.IMjq! = x50 1M + x;.IM; 4!

d'ot

Finalement, il vient

Illustration :
Considérons les deux points visibles consécutifs ¢(2,1) et j(5,3). On a bien 3*2-1*5 =1

o fdx=3.c-1j
4ol {gy =27-5.¢ 0
C
2C
J -p3C
dx 4C

SIC

T dy

2

Le théoréme 2 est un pas vers 1'établissement de la formule analytique des distances du
chanfrein. Il faudrait encore caractériser arithmétiquement le point "X" de la figure 4.6, et
obtenir une formule directe.

Du théoréme 2 on déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire : Dans le cone d'influence de deux points consécutifs, les intervalles de niveaux In-
a,n] sont des droites *-connexes (i.e. 4-connexe par endroits, ou 8-connexe par endroits).




Ceci explique la caractéristique déja remarquée a propos des boules de chanfrein : ce sont des
polygones 8-symétriques, dont chaque coté est porté par un cone d'influence. Pour un masque
de chanfrein dont le générateur a n points, la boule est un polygone a 8*(n-1) cOtés.

Avant d'aborder le calcul et I'optimisation d'un masque & n points, nous devons encore
étudier le cas olt M; et M;,1 ne sont pas consécutifs. Les différents cas de figures que I'on peut
imaginer sont bien trop nombreux et particuliers pour &tre abordés ici ; nous admettrons donc
que les dx, dy, qui ne sont plus uniques dans le cone, ont des valeurs périodiques, et que les

(¥4

intervalles de niveaux ]n-a-t,n] sont des droites “épaisses”, mais cependant proches d'une
droite de Bresenham (un exemple sera étudié au § 5.2.1).

5 - Amélioration des chanfreins

5.1 - Calcul et optimisation

Le principe de calcul des pondérations pour un voisinage donné est de minimiser l'erreur
commise par rapport a la distance euclidienne.

5.1.1 - Premiére approche

Pour des masques de chanfrein & deux points a et b, I'idée la plus intuitive consiste &
approximer V2 avec b/a, par exemple avec les fractions continues :

1+ 1
1+_____L_.__

1
1+1+...

En initialisant par a := 1 et b := 2 et en bouclant sur b' := 2a+b, a' := a+b on obtient la série :

2 4 10 24 58 140 338 816

17377 7177417 99 *239° 577

qui converge tres vite vers V2, mais dont les termes deviennent aussi trés grands.

Or en pratique nous travaillons sur des images 512*512 codées sur 16 bits (0..65535). Un
objet dans cette image ne pourra avoir une épaisseur supérieure a 512/2 = 256, et donc la
premiére pondération devra impérativement étre inférieure a 65535/256.

Les valeurs de a que 1'on s'autorise seront donc comprises entre 2 et 255.

Remarques :

pour a = 3 (avec chanfrein 3-4), un objet de taille maximale dans I'image 512*512, c'est-a-
dire d'épaisseur 256, devra étre codé sur des nombres jusqu'a 3%256 = 768, ce qui interdit un
codage de I'image sur 8 bits. Il en va de méme pour des images 256*256 (128%3>28).

Pour en revenir aux fractions continues, on dépasse 255 d&s le 8*me terme (816/577), et le
gain réalisé par 140/99 est paradoxalement négatif par rapport a 4/3, comme nous allons le voir
par la suite !

Enfin, pour généraliser ce type de méthode 2 des masques & plus de deux points visibles
affectés il faudrait approcher simultanément V2, V5,410, etc, ce qui n'est pas possible.




5.1.2 - La solution de G. Borgefors

G. Borgefors propose une approche qui consiste & minimiser le maximum de l'erreur
commise sur une droite verticale (le support de 'image étant carrée) [Borgefors 86].

Dans un premier temps, elle cherche a ce que la distance dp calculée en un point soit la plus
proche possible de la distance euclidienne dg, en autorisant des résultats en réels.
Par exemple dans un masque 3*3, on cherchera pour un point Q(x,y) & minimiser l'erreur :

Ep(Q) = dp(Q) - dp(Q) = y.b + (x-y).a - V(x2+y?2)
Dans ce cas, la recherche de la valeur optimale b pour a=1 est donnée par [Borgefors 847 :

b =-L + 1¥2-1 ~1,35070.

On notera que cette valeur n'est pas V2, et que 4/3=1,3333 l'approche bien mieux que
140/99=1,4141, qui est un autre terme de la suite des fractions continues.

La seconde étape consiste & chercher une approximation fractionnaire de 1,35070, en faisant
un compromis entre la précision souhaitée et la taille des nombres a,b.

Si on supprime la contrainte a=1, on obtient une minimisation plus fine avec a = 0,95509 et
b = 1,36930 [Borgefors 86], ol b/a = 1,43368. Mais 4/3 est encore conseillé car le facteur
d'échelle n'est pas trop grand.

Le méme raisonnement a été appliqué pour des voisinages 5*5 et 7*7, ol des pondérations
supplémentaires (c,d,e) sont ajoutées. Mais les formules & minimiser rendent trés vite la
méthode lourde (résolution d'équations), et ne permettent pas en pratique de dépasser un
voisinage 7*7.

5.1.3 - Méthode proposée

Nous proposons ici une autre classe de méthodes qui, tout en nous redonnant les classiques
chanfreins 3-4 et 5-7-11 nous permet, comme nous le verrons au § 2.4, de calculer des
masques beaucoup plus larges, et fournit méme, dans le cas 7*7, un chanfrein plus performant
que celui de G. Borgefors (qui est le chanfrein 14-20-31-44).

Les boules de chanfrein étant des polygones, notre idée est d'approximer le cercle euclidien
par des polygones les plus réguliers possibles. Cela implique de bien répartir les angles, et de
respecter la longueur des rayons.
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Figure 5.1 : exemple de la répartition des angles.




Comme nous l'avons vu au § 4.3, ce sont les cOnes d'influence M;y/Mi1 dﬁ?S poi.nt.s du
masque qui portent les cdtés du polygone, donc le choix des M; parmi les points visibles
intervient directement dans la répartition des angles (cf. figure 5.1).

On construit un masque de chanfrein dans un voisinage de taille (2n+1)? en deux étapes :

Premieére étape.

On commence par considérer I'ensemble My, des points visibles dans le premier octant de ce
voisinage.

Pour une valeur a quelconque, les autres points visibles et affectés du masque M; (X;,y1)
devront prendre la valeur IMyl = [a*\/ (xi2+y;2)] (a est le facteur d'échelle). Il faut donc trouver
un a tel que la partie tronquée IMjl-a*V(x2+y;2) = FRAC(a*V(x;2+y;2)) soit la plus petite
possible pour chaque coefficient M; du masque.

Autrement dit, on doit minimiser le maximum de l'erreur commise entre le poids donné a
chaque point, et sa distance euclidienne au centre :

Pour chaque a de 2 & 253, on calcule la valeur E,, qui est le maximum des erreurs des M;
pour ce a et ce voisinage.

On classe ensuite les E, par ordre croissant, de telle sorte que les a intéressants soient en t€te
de liste. Dans la suite nous exposons des résultats de ces classements, sans donner
exhaustivement tous les calculs.

Seconde étape.

La seconde étape s'opére par un choix entre les différents masques proposés en t€te de la
liste, en fonction des critéres suivants :

- On veut respecter un certain ordre de grandeur entre a et n. C'est par ce critere que l'on
retrouvera 3-4 et 5-7-11.

- Pour des voisinages plus grands (& partir de 7*7), on s'autorise & supprimer certains points
(notés "out"), si leur absence profite a l'allure générale du polygone ; parfois en raison d'une
partie fractionnaire de a*V(x;2+y;2) qui est trop importante, mais le plus souvent parce que
l'angle que génére ce point est mal conditionné (un exémple illustre cela au § 5.2.1).

Exemple dans un voisinage 7*7, aveca = 14 :

nom coord. dg runc frac

a (1,0 a 14 0

b (1,1) ay2 20 -0,201

2,1) aJvy3 31 0,305 <«E4

(3,1) ayI0 44 0,272

e (3,2) aviI3 50 0,478 « out
My

[ T ¢

C'est dans l'optique d'une simple minimisation dans R2 que G.Borgefors a supprimé le
point e, dont l'erreur (0,478) a été jugée trop importante. En effet, elle s'attache avant tout a
minimiser des erreurs dans l'espace continu R2, ce qui ne correspond pas forcément a la
minimisation des erreurs dans l'espace discrer Z2 .

C'est pour cela que nous nous plagons directement dans Z2, afin de minimiser les erreurs
effectives.

Mais notre approche insiste avant tout sur la répartition des angles. Dans le paragraphe
suivant, nous allons voir sur un cas précis que ce critére peut effectivement étre prépondérant.




a
b

ou

Le masque s'écrit donc :

nom coord.

(1,0)
(LD
2,1)
3.1
(3,2)

5.2 - Nouveaux chanfreins

5.2.1 - Optimisation d'un masque 7*7

dg trtunc  frac
a 12 0
ay2 17 -0,029
ays 27  -0,167
a.y10 38  -0,053
ayIi3 43 0,267
0112
17] 271 38
43

La premiere étape du §5.1.3 nous donne en téte de la liste a = 12, avec E12=0,267 :

(——E12

On calcule ensuite les déplacements élémentaires dans les zones d'influence avec le th. 2 :

o Céne 12/38 dx = 1*12 - 0¥38 = 12
dy ;= 1*¥38-3*12=2

¢ cOne 27/43

dx ;= 2%27 - 1*43 = 11
dy = 2%43 - 3%27 = 5

. cone 38/27 {

e cOne 43/17

dx :=1*38 - 1*27 = 11
dy :=3*27-2*38=5

dx 1= 1%43 - 2%17 =9
dy :=3%17 - 1¥43 =8

On a vu au § 4.3 que les intervalles de niveaux sont des droites discrétes (d'épaisseur proche
de 1) sur chaque cone. Or on remarque que les déplacements locaux dx et dy sont ici les mémes
(dx=11, dy=>5) dans 38/27 et 27/43.

Cela fait que les deux cotés du polygone, correspondant a ces deux cones, seront portés par
la mé&€me droite ; de ce point de vue, le point ¢ = 27 n'apporte donc rien au polygone.

Sur le plan de la répartition des angles, on voit sur la figure 5.1 que :

£(0a,0d) = £(0d,0e) = £(0e,0Ob) tandis que £(0d,0Oc) = £(Oc,O¢) ;.
ainsi la suppression du point ¢ est encore ici judicieuse.

C'est en conclusion par ces deux criteres, conformes 2 1'esprit de la méthode du § 5.1.3, que
nous supprimons le point ¢ ; dans un voisinage 7*7, le masque de chanfrein que nous retenons
possede 4 points (on notera que ce n’est pas le masque que G. Borgefors a optimisé) :

0

12

17

38

43

~ Sur la figure 5.2 figurent les boules définies par ces deux chanfreins ; on remarque
immédiatement que dj2.., a une boule plus réguliere que di4., qui semble biseautée a 45°:



(2) (b) (c)
Figure 5.2 : (a) di4... (b) d12... (¢) d203...

Mais cette simple appréciation visuelle ne suffit pas. Notre masque étant déja le meilleur
pour notre critére exposé au § 5.1.3, nous allons opérer une comparaison avec cette fois les
criteres de G.Borgefors, & savoir comparer les erreurs sur une droite bordant le support image.

On observe les deux boules en gros plan sur la figure 5.4.

Quelques remarques :

- Intervalles de niveaux : ceux-ci sont tantdt 4-connexes, tantdt 8-connexes, ce qui nous
éloigne des propriétés bien arrétées des courbes de niveau de dg et dg (cf § 4.2) [Arcelli 87].

- Déplacements élémentaires : lors de la suppression du point ¢ dans le masque di2., on avait
implicitement supposé que l'aréte du polygone dans le cdne résultant 38/43 garderait la méme
pente. Du point de vue théorique, les points 38 et 43 ne sont pas consécutifs, donc sur les
bases admises 2 la fin du § 4.3, les dx,dy ne sont plus constants, mais de valeurs périodiques.

Dans I'étude de cet exemple, on voit que

+ les dy sont constants, de valeur 5 ; cela est dfi au fait que x38 = x43 : il n'y a pas
d'incidence pour dy dans la formule du théoréme 2.
' « les dx ont une période de 3 (qui est I'abscisse commune de 38 et 43), et prennent les
valeurs 12, 12, 9 ; on vérifie immédiatement que (12+12+9)/3 = 11.

Dong on retrouve en moyenne les valeurs espérées : dy = Setdx = 11.

- On illustre le phénoméne de cycle 12-12-9 pour dx en détaillant le voisinage d'une période
de 38 sur la figure 5.3 :

dx ——f———f—— >
+12 +12 +9 = —5+12+gr
o 228
5
157 | 169 181 | 190
Ts Ts s 1‘2 T+2

152 | 164 | 176 | 188

Figure 5.3 : le phénomene de cycle.

On en vient maintenant 2 la comparaison des erreurs sur une droite verticale.

Pour diverses raisons nous avons choisi de tester la droite x = 60. Cette valeur est d'un ordre
de grandeur 2 la fois réaliste et significatif, car les écarts sont proportionnels, et ainsi l'erreur
que l'on va calculer ne change pas. Elle a aussi la propriété utile d'étre située sur l'abscisse




d'une période de chacun des points affectés des deux masques. Cela nous permet de générer
trés facilement les valeurs de la distance de chanfrein le long de la droite, connaissant les

déplacements élémentaires dy pour chaque cdne.

300 1
[] 1297, 310] 280 291 302 9
260 2931304 -
240 205 306 +11
220 297]308
200 299{310
180 {279 305 T+5 N
160] 171 248 300 +13
140 |151 162 295} 308
120[131 142 153 [186 [264] 306
100§ 111 122 133 144]155] lzzo] 304 T
80 | o1 102 113[124]137 [176] 302 +2
60 |71 s2[93]106 119]132] 300 -
40 [ 51|62 75| 88102 116 130 298 +14
20| 31| 44] 58 72 86 100 114 128 2961310
0]14]28] 42 55'70]84]98 ]112]1261140]154|168[182|196l21o]224[238]252]266]280]294 308
Chanfrein 14-20-31-44
272 T+8
2551264 —
[] e 1255, 266] 8| el T
21 257(266] |
1204 258
187] 253) 265| T+5
170 260
153 180 189201 210 255 12 412 49
136145 1721184 196 205 250} 262 ] [
119]128 137 ]_'L1€7-1179 191 200 257266
102} 111 120 129] 162 174 186 195 {22s] 264
85| 94 103[115 124 157 169 181|190 262 1
68 | 77| 86 98 110 119 |152|164 176 188 260 +2
s1{e0 )72 81 93 105{114] 258 —
34[43]55 67]76 88 100 112 256 +12
17120 {38]50 62 74 86 98 110 254] 266
{0 ]12]24]36| 48] 60|72 84]096]108]120]132{144] 156|168 | 180] 192 [204| 216 228|240 252| 264

Chanfrein 12-17-0-38-43

Figure 5.4 : vue macroscopique des deux boules.

Dans les tableaux de la figure 5.5 nous indiquons pour y de 0 4 60 :
- le cOne d'influence
- I'ordonnée relative y; & la période inférieure du cone



- 1a valeur générée par la métrique de chanfrein, notée dc
- la distance euclidienne dg au centre
- le taux d'erreur d¢/dg

cone| yr | dc | dg |doMdg cone | yr | dc | de |dddg cone|yr | dc | dg |doMg
14 ] 240 840.000 | 1.0000 12 [4] 720 720.000 } 1.0000 203 0 12180 §12180.000] 1.0000
1 842 840.117 | 1.0022 1 722 720.100 } 1.0026 1 12200 §12181.692| 1.0015
2 844 840.467 | 1.0042 2 724 720,400 | 1.0050 2 12220 §12186.765] 1.0027
3 846 B841.049 | 1.0059 3 726 720.899 § 1,0071 3 12240 §12195.215] 1.0037
4 848 841.865 { 1.0073 4 728 721.598 } 1.0089 4 12260 §12207.0371 1.0043
5 850 842,912 { 1.0084 5 730 722.496 | 1.0104 5 12280 §12222.218] 1.0047
6 852 844.190 { 1.0093 [ 732 723.591 | 1.0116 & 12300  §12240.749 11,0048
7 854 845.697 | 1.0098 7 734 724.883 | 1.0126 7 12320 §12262.612} 1.0047
8 856 847.434 { 1.0101 8 736 726372 110133 8 12340 §12287.790] 1.0042
9 858 849397 { 1.0101 9 738 728.055 {10137 9 12360 §12316.263 | 1.0636
10 860 851.587 | 1.0099 10 740 729.932 §1.6138 10 12380 {12348.008 | 1.0026
11 862 854.000 { 1.0094 11 742 732,000 § 1.0137 11 12400 {12383.000} 1.0014
12 864 856.635 § 1.0086 12 744 734.259 }1.0133 1035 12 12420 {12421.212} 0.9999
13 866 859.491 1.0076 13 746 736.706 { 1.0126 1 12465 J12462.613 ] 1.0002
14 868 862.564 | 1.0063 14 748 739,340 {1.0117 2 12510 [12507.173§ 1.0002
15 870 865.852 { 1.0048 15 750 742.159 | 1.0106 837 3 12555 112554.857{ 1.0000
16 872 869.354 { 1.0030 16 752 745,160 } 1.0092 1 12612 §12605.630{ 1.0005
17 874 873.066 § 1.0011 17 754 748.342 | 1.0076 2 12669 §12659.455] 1.0008
18 876 876.986 | 0.9989 18 756 751.702 § 1.0057 3 12726 §112716.293 § 1.0008
19 878 881.111 | 0.9965 19 758 755.238 § 1.0037 4 12783 {12776.105 § 1.0005
44 20 880 885.438 | 0.9939 38 20 760 758.947 110014 642 5 12840 §12838.8471 1.0001
1 885 889,964 | 0.9944 1 765 762.826 § 1.0028 1 12909 §12904.479{ 1.0004
2 850 854.687 | 0.9948 2 710 766.874 | 1.0041 2 12978 §12972.9551 1.0004
3 895 899.602 § 0.9949 3 775 771.088 | 1.0051 3 13047 §13044.231} 1.0002
4 900 904.708 { 0.9948 4 780 775.4684 | 1.0058 1093 4 13116 |13118.261} 0.9998
5 905 910.000 | 0.9945 5 785 780.000 | 1.0064 1 13200 {13195.000} 1.0004
6 910 915476 | 0.9940 6 790 784.694 | 1.0068 2 13284 113274.4001 1.0007
7 915 921,132 | 0.9933 7 795 789.542 | 1.0069 3 13368 }13356.413 | 1.0009
8 920 926.965 | 0.9925 8 800 794.541 1.0069 4 13452 §13440.992| 1.0008
9 925 932.972 | 09915 9 805 799.690 | 1.0066 5 13536 §13528.088( 1.0006
31 10 930 939,149 18.9903 10 810 804,984 | 1.0062 454 6 13620 §13617.654 1 1.0002
1 939 945.492 | 0.9931 11 81§ 810.422 | 1.0056 1 13722 §13709.641 § 1.0009
2 948 952,000 { 0.9958 12 820 816.000 | 1.0049 2 13824 {13804.0001 1.0014
3 957 958.668 | 0.9983 13 825 821.715 | 1.0040 3 13926 {13900.683{ 1.0018
4 966 965.493 § 1.0005 14 830 827.565 {1.0029 4 14028 {13999.643 1 1.06020
5 975 972471 1.0026 15 835 833.547 | 1.0017 5 14130 |14100.831 ] 1.0021
[ 984 979.600 § 1.0045 16 840 839.657 | 1.0004 [ 14232 }14204.199 1.0020
7 993 986.876 | 1.0062 17 845 845.894 § 0.9989 7 14334 114309.700 | 1.0017
8 1002 994.296 | 1.0077 18 850 852.253 { 0.9974 8 14436 }14417.2881] 1.0013
9 1011 1001.856 { 1.0091 19 855 858,734 | 0.9957 9 14538 ]14526.916§ 1.0008
10 1020 1009.554 | 1.0103 43 20 860 865.332 | 0.9938 732 10 14640 {14638.538 § 1.0001
11 1029 1017.387 | 1.0114 1 868 872.046 | 0.9954 1 14757 |14752.109 § 1.0003
12 1038 1025351 | 1.0123 2 876 878.872 { 0.9967 2 14874 {14867.5851 1.0004
13 1047 1033.443 1 1.0131 3 884 885.808 | 0.9980 3 14991 114984.920] 1.0004
14 1056 1041.660 | 1.0138 4 892 892.852 | 0.8990 4 15108 |15104.073{ 1.0003
15 1065 1050.000 { 1.0143 5 300 900.000 | 1.0000 1015 5 15225 $15225.0001 1.0000
16 1074 1058.459 | 1.0147 [ 908 907.251 1 1.0008 1 15358 §15347.659 | 1.0007
17 1083 1067.035 | 1.0150 7 916 914,602 { 1.0015 2 15491 {15472.010] 1.0012
18 1092 1075.725 | 1.0151 8 924 922.050 | 1.0021 3 15624 {15598.011 ] 1.0017
13 1101 1084.526 {1.0152 9 932 920.593 { 1.0026 4 15757 115725.623{ 1.0020
20 1110 1093.435 | 1.0151 10 940 937.230 § 1.0030 5 15890 [ 15854.807 1.0022
21 1119 1102450 | 1.0150 11 948 944,957 | 1.0032 6 16023 §15985.525{ 1.0023
22 1128 1111.568 | 1.0148 12 958 952,773 ] 1.0034 7 16156 }16117.740{ 1.0024
23 1137 1120.787 | 1.0145 13 964 960.675 § 1.0035 8 16289 §16251.415( 1.0023
24 1146 1130.104 | 1.0141 14 972 968.661 1.0034 9 16422 }16386.514 | 1.0022
25 1155 1139.517 | 1.0138 15 980 976.729 ] 1.0033 10 16555 §16523.003 1 1.0019
26 1164 1149,024 | 1.0130 16 988 984.878 | 1.0032 11 16688 § 16660.847 ] 1.0016
27 1173 1158.622 {1 1.0124 17 996 993.104 1.0029 12 16821 §16800.013 | 1.0012
28 1182 1168.308 1 1.0117 18 1004 1001407 | 1.0026 13 16954 |16940.469 | 1.0008
29 1191 1178.081 | 1.0110 19 1012 1009.784 { 1.0022 14 17087 }17082.1821 1.0003
20 30 1200 1187.939 § 1.0102 17 20 1020 1018.234 | 1.0017 287 15 17220 §17225.12110.9997
Chanfrein 14-20-31-44 Chanfrein 12-17-0-38-43 Chanfrein 203- .. -1093

Figure 5.5: Tableaux d'erreurs sur la droite x = 60.

A partir des maximums et minimums des erreurs qui sont en gras dans les colonnes de droite
de chaque tableau on obtient le bilan suivant :

Maximum de l'erreur commise :  dyg. : 1,52% dyo. : 1,38%
Amplitude de l'erreur : dig. :2,49% diz.:2,00%

Donc dy2 minimise mieux le maximum de 'erreur sur une droite que di4..

On remarque enfin que les extréma sont mieux placés sur dip_ que sur di4,, le maximum de
l'erreur se localisant pour cette derniére au milieu de l'aréte du 3°me cone : cela explique I'allure
aplatie du polygone de dj4_ aux directions de 45°.




5.2.2 - Exemple de construction d'un grand masque

La difficulté pour mettre au point des grands masques tient au fait qu'il est dur de trouver une
valeur a, dans la premiere étape du §5.1.3, qui minimise simultanément toutes les parties
fractionnaires. Or dans le cas d'un masque de taille 11*11, il se trouve que nous avons de la
chance : en effet on obtient en téte de liste le coefficient 'magique’ a = 203, pour lequel les
parties fractionnaires sont exceptionnellement faibles :

nom coord. dg trunc frac
a (1,0) a 203 0
b (1,1) ay2 287 0,085
c 2,1) ay5 454  -0,078
d (3,1) ayf10 642 -0,057
e (3,2) ay13 732 -0,073
f 4,1) ay17 837 -0,009
g 4,3) a.5 1015 0
h (5,1) ay26 1035 0,101

i (5,2) ay29 1093 0,188 < Eju
] (5,3) a¥34 1184 -0,317 < out
1 (5,4) a4l 1300 -0,166 <« out

En supprimant les points j = 1184 et 1 = 1300, on se raméne & Epg3 = 0,188 , & comparer
avec E1p = 0,267 et E14 = 0,305 (pour 4 points).

Ce masque est le chanfrein 203-287-454-642-732-837-1015-1035-1093, et sa boule est un
polygone & 8%(9-1) = 64 cdtés. Le résultat obtenu a la figure 5.2-c pour un rayon de 110 est
une boule quasi-euclidienne.

1l est intéressant de tester ce nouveau masque avec le critere de G. Borgefors. Comme les
points j et 1 que I'on a supprimés sont de module et de poids supérieurs a tous ceux que I'on
garde, ce chanfrein est régulier. On peut donc calculer trés simplement les déplacements
élémentaires pour chaque cdne d'influence avec le théoréme 2. Puis on calcule le maximum de
l'erreur commise sur une droite, de facon analogue au § 5.2.1 (cf figure 5.5). Les résultats
obtenus sont :

Maximum de l'erreur : 0,48 %
Amplitude de l'erreur : 0,51 %

Ces chiffres montrent l'intérét d'un masque de cette taille pour la qualité des approximations.
Son emploi peut se justifier lorsqu'on a besoin d'une grande précision, par exemple dans le cas
d’objets trés épais. Le temps de calcul de la transformation de distance (§ 3.3) étant linéaire par
rapport au nombre de points affectés du masque, celui-ci sera donc huit fois plus long avec
dpg3.. qu'avec chanfrein 3-4, mais toujours indépendant de la taille des objets dans I'image.
D'autre part a = 203 étant inférieur & 255, on a vu en § 5.1.1 que le stockage de 'image de
distance s'effectue bien sur 16 bits, tandis que dg en consomme 32. Enfin contrairement a d,
ce masque induit une distance discrete.



Le tableau de la figure 5.6 montre la progression de dg & dpg3.. , qui est de I’ordre du facteur
100 :

classiques G. Borgefors E. Thiel
distance d4 dg d3. ds.. dig. di2.. d203..

erreur max | 41,42 % (2929 % | 5,72 % | 1,98 % | 1,52 % | 1,38 % | 0,48 %
amplitude 41,42 % 129,29 % | 11,13 % | 3,59 % | 2,49 % | 2,00 % | 0,51 %

Figure 5.6 : bilan des approximations.

6 - Conclusion

L'étude des distances du chanfrein nous a permis de dégager des caractéristiques locales
d'une image de distance, tant du point de vue des valeurs attribuées dans un cone d'influence,
que de la géométrie des boules (droites épaisses).

Ces propriétés arithmétiques devraient permettre d'établir la formule analytique générale
donnant la distance entre deux points pour un chanfrein quelconque, étape nécessaire pour
déterminer rigoureusement les conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients d'un
masque pour qu'il induise bien une distance.

Les propriétés géométriques que nous avons montrées nous ont conduits de plus a élaborer
un procédé d'optimisation de masques de chanfrein. Les résultats obtenus garantissent une
erreur minimale, ce qui est particulieérement intéressant dans le cas ou l'on souhaite accéder a
une grande précision dans la mesure de distance.

Le choix des distances de chanfrein a satisfait nos objectifs de contraintes de stockage, de
grande rapidité de calcul (séquentiel en deux passages) et de minimalité de l'erreur par rapport a
la distance euclidienne, qui est un bon critére d'isotropie. Ce dernier point est trés important
pour la robustesse des applications basées sur l'axe médian, la ligne médiane et la séparation
d'aggrégats [Thiel 91a], qui sont significatives de l'utilité de telles distances et de leur
importance en analyse d'images.
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