
Examen - Apprentissage Automatique et Statistique Inférentielle 29/05/06

29 mai 2006 – Durée 3h

Modalités
Les documents de cours et travaux dirigés ainsi que l’usage de calculatrices sont autorisés. Aucun livre ne l’est1. Il est

recommandé de bien séparer les questions en faisant clairement apparaître leur numéro.
Les durées figurant auprès des titres des exercices sont des durées indicatives quant à la réalisation des exercices concernés.

Le respect de ces durées pour la réalisation des exercices n’est bien entendu pas exigé.

1 Classification multi-classes – 20 mn
La régression logistique et les machines à vecteurs de support sont des exemples de classifieurs dont la formulation initiale

est dédiée a priori à la classification binaire (deux classes), à l’inverse, par exemple, des perceptrons multi-couches (pour
lesquels on définit généralement autant de neurones de sortie qu’il y a de classes au problème considéré). Il est cependant
possible d’utiliser ces méthodes, ainsi que toutes les méthodes de classification binaire dans le cas de la classification multi-
classes. En vous basant sur le nom des stratégies utilisées pour réaliser cette tâche, décrivez-en le principe et discutez leurs
avantages et inconvénients :

1. one-versus-all

2. one-versus-one

2 Arbre de décision – 50 mn
Dans cet exercice on utilisera le critère d’entropie pour la construction des arbres de décision. On rappelle qu’étant

donné une distribution de probabilité p1, . . . , pn définie sur n modalités, l’entropie de cette distribution est

Ent(p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi log2 pi,

où log2 est le logarithme en base 2 (qui est donc défini par log2(x) = ln(x)/ ln(2)).
Une société a réalisé une campagne publicitaire en envoyant des prospectus à plusieurs familles qui sont décrites par leur lieu

d’habitation (banlieue,ville,campagne), leur type de logement (villa,maison,appartement), leur niveau de revenu (élevé,faible)
et le fait que cette famille soit déjà cliente ou non de cette société. Cette société désire être capable de déterminer en
fonction de ces caractéristiques si une famille est susceptible de répondre positivement (classe +) ou non (classe −) à la
campagne publicitaire. Les résultats de cette campagne auprès de 14 familles sont donnés dans le tableau 1 (page 1).

Lieu Type Revenu Client Réponse

banlieue villa élevé non −
banlieue villa élevé oui −
campagne villa élevé non +
ville maison élevé non +
ville maison faible non +
ville maison faible oui −
campagne maison faible oui +
banlieue appartement élevé non −
banlieue maison faible non +
ville appartement faible non +
banlieue appartement faible oui +
campagne appartement élevé oui +
campagne villa faible non +
ville appartement élevé oui −

Tab. 1 – Résultats de la campagne publicitaire

1. Construire un arbre de décision correspondant à ce jeu de données et permettant d’estimer la positivité de la réponse
d’une famille à la campagne publicitaire (rappel : utiliser le critère d’entropie). Fournir et expliquer les détails des
calculs.

1Excepté, éventuellement, les dictionnaires de traduction
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2. Supposons qu’on ajoute à l’ensemble d’apprentissage précédent une famille décrite par

Lieu Type Revenu Client Réponse
banlieue villa élevé non +

(a) Est-il alors possible de déterminer un arbre de décision ne faisant aucune erreur d’apprentissage ? Justifiez votre
réponse.

(b) Comment intégrer ce nouvel exemple d’apprentissage à l’arbre appris auparavant ? Comment prendre en compte
l’impureté des feuilles pour la classification de nouveaux exemples ?

3 Noyaux – 40mn

3.1 Noyaux polynomiaux
Dans cet exercice, on désigne par 〈·, ·〉d l’application

〈·, ·〉d : Rd × Rd → R

(u,v) 7→ 〈u,v〉p =
d∑

i=1

uivi

1. Soit le noyau k2 défini par
k2(u,v) = 〈u,v〉22

Proposez une application φ : R2 → R3 telle que

k2(u,v) = 〈φ(u), φ(v)〉3

2. Soit le noyau kp défini par
kp(u,v) = 〈u,v〉p2

Proposez une application φp : R2 → Rq telle que

kp(u,v) = 〈φp(u), φp(v)〉q

Vous déterminerez q et donnerez par exemple la valeur de la i-ème coordonnée du vecteur φp(u).

On rappelle que, selon la formule du binôme de Newton : (a + b)n =
n∑

k=0

Ck
nakbn−k.

3.2 Somme de noyaux de Mercer
1. Etant donné un échantillon S = {x1, . . . ,x`} d’exemples de X , dire ce qu’est la matrice de Gram K d’un noyau de

Mercer k défini par rapport à S (taille de cette matrice, terme général). Donner une propriété caractéristique de cette
matrice.

2. Soit k1 et k2 deux noyaux de Mercer définis sur X × X .

(a) Etant donné un échantillon S = {x1, . . . ,x`} d’exemples de X , donner la matrice de Gram associée à la fonction
k1 + k2.

(b) Montrer que puisque k1 et k2 sont des noyaux de Mercer, k1 + k2 est également un noyau de Mercer.

4 Perceptron – 50 mn
Soit l’ensemble d’apprentissage

S =

„
x1 =

»
0
0

–
, +1

«
,

„
x2 =

»
1
0

–
,−1

«
,

„
x3 =

»
1
1

–
, +1

«
,

„
x4 =

»
0
1

–
,−1

«

On rappelle l’algorithme d’apprentissage du perceptron présenté en cours :
– Classification binaire, S = {(x1, y1), . . . , (x`, y`)}, xi ∈ Rn, yi ∈ {−1,+1}
– Initialisation w = 0
– Répéter jusqu’à convergence ou bien atteinte d’un nombre max d’itérations

– pour tous les exemples (xp, yp) faire
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– si σ(w · x̃p) = yp

ne rien faire
– sinon

w← w + ypx̃p

avec σ(x) = 1 si x > 0 et σ(x) = −1 sinon.

1. Représenter sur le plan les points d’apprentissage x1, . . . ,x4

2. Peut-on espérer que l’algorithme du perceptron fournisse une solution au problème d’apprentissage donné ? Justifier.

3. Les vecteurs x̃i sont obtenus en ajoutant aux vecteurs xi une composante fixée à 1. Quelle est l’utilité de cette
composante ?

4. Au lieu de considérer les vecteurs x1, . . . ,x4, nous allons appliquer l’algorithme du perceptron sur leurs transformations
φ(x1), . . . , φ(x4) où φ est l’application de R2 dans R3 telle que

φ

(
u =

[
u1

u2

])
=

 u1

u2

u1u2

 .

Donner les coordonnées des images des xi par φ.

5. Appliquer l’algorithme du perceptron aux données transformées (moins d’une quinzaine de mises à jour sont néces-
saires).

6. En déduire une expression analytique, sous la forme d’une forme quadratique, de la surface de décision ainsi générée
(cette expression qui doit être du type f(x, y) = 0 vous rappellera les equations de coniques vues en terminale).

7. Soit g le classifieur que vous avez obtenu par l’apprentissage précédent. Pour mesure l’erreur de généralisation de ce
classifieur, une stratégie est d’utiliser m nouveaux exemples de la distribution qui a permis de générer les exemples
d’apprentissage et de mesurer le nombre d’erreurs que g fait sur ces m exemples. Plus m est grand plus la proportion
d’erreurs mesurées est proche de l’erreur de généralisaton, c’est-à-dire la probabilité p de se tromper sur un exemple
nouveau. Si on considère que le fait que g fasse une erreur sur un exemple tiré au hasard est la réalisation d’une variable
de Bernoulli de paramètre p, combien faut-il d’exemples m pour estimer avec une précision ε et une confiance 1 − α
l’erreur de généralisation de g, c’est-à-dire p. Ce nombre d’exemple s’écrira en fonction de p, ε et α.

5 Perceptron linéaire
Etant donné n entrées booléennes, x1, . . . , xn et un entier i entre 0 et n, construire un perceptron à fonction d’activation

linéaire à seuil qui retourne 1 si et seulement si le nombre d’entrées égales à 1 est supérieur ou égal à i (il y aura bien sûr
une cellule biais). Déduire de cette construction un perceptron à fonction d’activation linéaire à seuil possédant une couche
cachée de n neurones et calculant la fonction parité, égale à 1 si le nombre d’entrées égales à 1 est pair et égale à 0 sinon.
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