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Première partie I

Coupes de Chvátal-Gomory



Rappels : Algorithme de plans coupants

On considère un programme en nombres entiers pur :

max cx

Ax ≤ b

x ≥ 0

x ∈ Z
n

Algorithme

1. C ← ∅

2. Résoudre la relaxation continue
max{cx : Ax ≤ b, αx ≤ β, ∀α, β ∈ C, x ≥ 0}. Soit x̂ la
solution.

3. Si x̂ ∈ Z
n FIN.

4. Trouver αx ≤ β tel que αx̂ > β et αx ≤ β pour tout x ∈ Z
n

tel que Ax ≤ b et x ≥ 0.

5. Ajouter α, β à C et aller en 2.



Rappels : Inégalités valides

Soit X un sous-ensemble de R
n.

Inégalité valide

Une inégalité αx ≤ β est dite valide pour X si αx ≤ β pour tout
x ∈ X .

Problème de séparation

Étant donné x̂ ∈ R
n trouver une inégalité valide pour X telle que

αx̂ > β.

Théorème
Soit P = {x ∈ R

n : Ax ≤ b} un polyèdre non vide. Toutes les
inégalités valides pour P sont de la forme uTAx ≤ β où
u ≥ 0 ∈ R

m et β ≥ uTb.
(conséquence directe du Lemme de Farkas)



Un principe de coupe

Un principe simple

Si x ∈ Z et x ≤ f f 6∈ Z alors x ≤ ⌊f ⌋ où ⌊f ⌋ est la partie entière
de f .

Utilisation
Soit une inégalité αx ≤ β telle que αi ∈ Z i = 1, . . . , n. Si x
satisfait l’inégalité et x est entier αx ≤ ⌊β⌋.

Exemple

x ∈ Z
2 tel que x1 + x2 ≤ 1.9
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Soit une inégalité αx ≤ β telle que αi ∈ Z i = 1, . . . , n. Si x
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Coupes de Chvátal-Gomory

Théorème
Si x ∈ Z

n vérifie Ax ≤ b, l’inégalité uAx ≤ ⌊ub⌋ est valide pour
tout u ≥ 0 tel que uA ∈ Z

m.

Exemple

On considère le polyhèdre donné par les inégalités :

x1 + x2 ≤ 2

3x1 + x2 ≤ 5

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b



Coupes de Chvátal-Gomory
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Exemple

On considère le polyhèdre donné par les inégalités :

x1 + x2 ≤ 2

3x1 + x2 ≤ 5

En prenant u1 = u2 = 1/2 :

2x1 + x2 ≤ 3.5
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Si x ∈ Z
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tout u ≥ 0 tel que uA ∈ Z
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Fermeture élémentaire

Définition
Soient P := {x ∈ R

n : Ax ≤ b} et X = P ∩ Z
n, on appelle

fermeture élémentaire de Chvátal l’ensemble :

P(1)(P) = {x ∈ R
n : uAx ≤ ⌊ub⌋, pout tout u ≥ 0 tel que uA ∈ Z

n}.

Proposition

X ⊆ P(1)(P) ⊆ P

Application récursive

On peut appliquer récursivement la procédure :

P(2) (P) = P(1)
(

P(1) (P)
)

...

P(k) (P) = P
(

P(k−1) (P)
)



Théorème de Chvátal-Gomory

Théorème
Soit A une matrice à coefficients rationnelles et b un vecteur à
coefficients rationelles. Toute ingalité valide pour X peut être
obtenue par un nombre fini d’application de la procédure de
Chvátal.
(i.e. conv(X ) = Pk(X ) pour k fini).

Exemple

max 9x1 + 5x2

x1 ≤ 6 u1

− x1 + 3x2 ≤ −1 u2

3x1 + 2x2 ≤ 19 u3
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Chvátal.
(i.e. conv(X ) = Pk(X ) pour k fini).

Exemple

max 9x1 + 5x2

x1 ≤ 6 u1

− x1 + 3x2 ≤ −1 u2

3x1 + 2x2 ≤ 19 u3

x ∈ Z
2
+

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
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Retour aux plans coupants

Algorithme

1. C ← ∅

2. Résoudre la relaxation continue
max{cx : Ax ≤ b, αx ≤ β, ∀α, β ∈ C, x ≥ 0}. Soit x̂ la
solution.

3. Si x̂ ∈ Z
n FIN.

4. Trouver αx ≤ β tel que αx̂ > β et αx ≤ β pour tout x ∈ Z
n

tel que Ax ≤ b et x ≥ 0.

5. Ajouter α, β à C et aller en 2.

On suppose A à coefficients entiers.



Résolution de la relaxation continue

Le programme linéaire est mis sous forme standard (par l’ajout de
variables d’écarts) :

max cx

A′x ′ = b

x ′ ≥ 0

x ′ ∈ Z
n+m

et résolu par la méthode du simplexe.
A l’optimum de la relaxation continue, on a une base B et un tableau du
simplexe :

x ′B + B−1Nx ′N = B−1b

où N est la matrice des variables hors base, et la solution optimale x̂ est
donne par x̂N = 0 et x̂B = B−1b. On note A = B−1A′ et a0 = B−1b.
Une ligne du tableau est de la forme :

x ′i +
∑

j 6∈B

aijx
′
j = ai0

Si a0 ∈ Z
m la solution optimale de la relaxation continue est entière

(FIN). Sinon, il existe i tel que ai0 6∈ Z



Séparation d’une coupe de Gomory

x ′i +
∑

j 6∈B

aijx
′
j = ai0

On note fj = aij − ⌊aij⌋

x ′i +
∑

j 6∈B

fjx
′
j +

∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j = ai0

Comme x ′j ≥ 0 et fj ≥ 0, cette égalité implique ;

x ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j ≤ ai0

Le membre de gauche est entier, on peut arrondir celui de droite :

x ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j ≤ ⌊ai0⌋



Séparation d’une coupe de Gomory (II)

L’inégalité

x ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j ≤ ⌊ai0⌋

n’est pas satisfaite par la solution courante : x̂ ′i = ai0 et x̂ ′j = 0
pour j 6∈ B donc :

x̂ ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x̂
′
j = ai0 > ⌊ai0⌋

On peut donc ajouter cette inégalité et appliquer l’algorithme de
séparation.



Algorithme de Gomory

On suppose A à coefficients entiers.

1. C ← ∅

2. Résoudre la relaxation continue
max{cx : Ax ≤ b, αx ≤ β, ∀α, β ∈ C, x ≥ 0}, par
l’algorithme du simplexe. Soit x̂ la solution et B la base
optimale.

3. Si x̂ ∈ Z
n FIN.

4. Choisir une ligne du tableau :

x ′i +
∑

j 6∈B

aijx
′
j = ai0

telle que ai0 6∈ Z.

5. Ajouter l’inégalité de Gomory

x ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j ≤ ⌊ai0⌋

et aller en 2.



Finitude de l’algorithme

Solution lexicographiquement minimale

Une solution x̂ est dite lexicographiquement optimale si :

◮ elle est optimale ;

◮ elle est minimale dans l’ordre lexicographique : toute autre
solution optimale x est telle que

x̂1 < x1 ou (x̂1 = x1 et x̂2 < x2) ou . . .

ou (x̂i = x i pour i = 1,. . . ,n-1 et x̂n < xn)

Théorème de Gomory

L’algorithme converge en temps fini si la relaxation continue est
résolue à une solution lexicographiquement optimale à chaque
itération.



Remarques

◮ L’algorithme de Gomory a été découvert en 1958.
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Remarques

◮ L’algorithme de Gomory a été découvert en 1958.

◮ Très vite (1960 ?) il a été considéré comme inutile en
pratique : mauvaise convergence, numériquement instable. . .

◮ En 2008 ! ! Zanette, Balas et Fischetti ont (re)découvert que
l’algorithme original de Gomory ne marchait pas si mal.

◮ En 2010, Z.B.F. donnent comme exemple un problème posé
par Knuth en 1960 avec 51 variables et 43 contraintes résolu
pour la première fois en 1995 avec CPLEX.

◮ Par branch-and-cut, le problème est résolu en 6 secondes et
91 000 nœuds.

◮ L’algorithme de Gomory (légèrement modifié) résoud le
problème en 0,15 secondes avec 1 032 coupes !



Importance de l’ordre lexicographique

◮ Gomory (et le reste du monde) pensait que l’ordre
lexicographique était une technicité théorique uniquement
nécessaire pour la preuve.

◮ En fait, il joue un ordre capital en pratique.



Deuxième partie II

Coupes de Gomory Mixtes



Coupes mixtes de Gomory

Les coupes de Gomory peuvent uniquement être utilisées pour un
problème en nombres entiers pur.
Nous considérons maintenant un problème mixte :

max cx

Ax ≤ b

x ≥ 0

xi ∈ Z i ∈ I ⊆ {1, . . . , n}



Principe disjonctif

Un principe simple
Si x ∈ R

n, x ≥ 0 et x satisfait soit la contrainte
∑n

i=1 a
1
i xi ≥ 1 soit la

contrainte
∑n

i=1 a
2
i xi ≥ 1. Alors x satisfait la contrainte :

n
∑

i=1

max{a1i , a
2
i }xi ≥ 1

Exemple
Si x ≥ 0 satisfait soit

x1

2
+

x2

2
≥ 1

soit
3

5
x1 +

x2

5
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+
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Dérivation d’une coupe mixte simple

On considère toujours une ligne du tableau (maintenant certaines
variables sont continues) corrspondant a une variable de base entière
(x ′i ∈ Z) :

x ′i +
∑

j 6∈B

aijx
′
j = ai0

Soit f0 = ai0 − ⌊ai0⌋. On réecrit la ligne :

∑

j 6∈B

aijx
′
j − f0 = ⌊ai0⌋ − x ′i

Comme ⌊ai0⌋ − x ′i ∈ Z on a soit ⌊ai0⌋ − x ′i ≥ 0 soit ⌊ai0⌋ − x ′i ≤ −1 et
donc soit

∑

j 6∈B

aijx
′
j − f0 ≥ 0

soit
∑

j 6∈B

aijx
′
j − f0 ≤ −1.



Dérivation d’une coupe mixte simple (II)

En réarangeant les termes, soit
∑

j 6∈B

aijx
′
j ≥ f0

soit
∑

j 6∈B

aijx
′
j ≤ f0 − 1.

On divise la première inégalité par f0 > 0 et la seconde par f0− 1 < 0, soit

∑

j 6∈B

aij

f0
x ′j ≥ 1

soit
∑

j 6∈B

aij

f0 − 1
x ′j ≥ 1.

On peut maintenant appliquer le principe disjonctif, on obtient :

∑

j 6∈B

max{
aij

f0
,

aij

f0 − 1
}x ′j ≥ 1.



Remarque

Comme f0 > 0 et f0 − 1 < 0 :

max{
aij

f0
,

aij

f0 − 1
} =

{

aij
f0

si aij > 0
aij

f0−1 si aij < 0.

et l’inégalité s’écrit :

∑

j 6∈B,aij>0

aij

f0
x ′j +

∑

j 6∈B,aij<0

aij

1− f0
x ′j ≥ 1.



Une meilleure inégalité : Inégalité Mixte de Gomory

Au début de la dérivation on peut améliorer ĺınégalité en différenciant les
variables hors bases entières et continues dans la ligne du tableau :

x ′i +
∑

j 6∈B,j∈I

aijx
′
j +

∑

j 6∈B,j 6∈I

aijx
′
j = ai0

Soit f0 = ai0 − ⌊ai0⌋, fj = aij − ⌊aij⌋. La ligne peut se réecrire :

x ′i +
∑

j 6∈B,j∈I ,fj≤f0

fjx
′
j +

∑

j 6∈B,j∈I ,fj>f0

(1− fj)x
′
j

∑

j 6∈B,j 6∈I

aijx
′
j =

ai0 − x ′i −
∑

j 6∈B,j∈I ,fj≤f0

⌊aij⌋x
′
j −

∑

j 6∈B,j∈I ,fj>f0

⌈aij⌉x
′
j (1)

En utilisant l’intégrité du membre de droite on peut dériver une coupe de
la même manière, on obtient :

∑

j 6∈B,j∈I ,fj≤f0

fj

f0
x ′j+

∑

j 6∈B,j∈I ,fj>f0

1− fj

1− f0
x ′j+

∑

j 6∈B,j 6∈I ,aij>0

aij

f0
x ′j+

∑

j 6∈B,j 6∈I ,aij<0

aij

1− f0
x ′j ≥ 1.



Comparaison des coupes de Gomory pures et Mixtes

Si on suppose le problème entier, on peut montrer que l’inégalité mixte

∑

j 6∈B,fj≤f0

fj

f0
x ′j +

∑

j 6∈B,fj>f0

1− fj

1− f0
x ′j ≥ 1.

domine l’inégalité pure :

x ′i +
∑

j 6∈B

⌊aij⌋x
′
j ≤ ⌊ai0⌋.



Remarques

Pour les programmes mixtes, l’algorithme de Gomory ne converge pas en
temps fini.
En 1996, il a été découvert que l’algorithme pouvait en fait être utile
dans le cadre d’un branch-and-cut.

Algorithme de renforcement

1. Résoudre la relaxation continue
max{cx : Ax ≤ b, αx ≤ β, ∀α, β ∈ C, x ≥ 0}. Soit x̂ la solution et
B la base optimale.

2. Si x̂ ∈ Z
n FIN.

3. Pour toute les lignes du du tableau :

x ′i +
∑

j 6∈B

aijx
′
j = ai0

telles que ai0 6∈ Z, ajouter l’inégalité Mixte de Gomory et aller en 2.

Ces coupes sont intégrées dans tous les solveurs modernes (CPLEX,
GUROBI, GLPK, COIN-OR,. . . ).
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