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Une approche géometrique pour obenir des coupes

On considére I'ensemble mixte
S={xeRl:Ax< b x€Z,j=1,...,p}

Clairement, si k € Z et j € {1,...,p}, Ax € S tel que
k <xi < k+1.
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Relaxation Splits
Plus généralement, on considére I'ensemble mixte
S={xeRl:Ax< b x€Z,j=1,...,p}

et sa relaxation continue P. Soient 7 € 7" tel que 7; = 0 pour
j=p+1,..., netmy€Z. Ax€S, my<mlx<my+1.

On appele relaxation split I'ensemble P(™70)(P) :=

COnV((Pﬂ{XGRnZWTXSW()})U(PQ{XGRHZTFTXZT&'()—Fl}\

Proposition

S c plmm) C p

Les inégalités valides pour une relaxation P(™7) sont appelées
coupes splits [Cook, Kannan and Schrijver, 1990].



Unions de polyedres

Etant donnés k polyedres P, ..., Pk, nous voulons caractériser

conv (Uf‘zl P,-)

Pour caractériser cet

ensemble, on va avoir besoin d’'une nouvelle caractérisation des
polyedres.
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Cones

» Un ensemble C C R" est un cone a générateurs finis si

k
C:{XER”:X:Z;J,,-r",/J,; >0}
i=1

» On note C = cone(r?, ..., r*) = cone(R), ol
R=(rtr?,...rk

» C C R" est un cone polyedral si il existe une matrice A telle
que C = {x € R": Ax > 0}.

Théoreme de Minkowsky-Weil (pour les cones)

C est un cone a générateurs finis si et seulement si C est un cone
polyedral.



Preuve du théoreme

(=) En appliquant I'élimination de Fourier a
k .

C={xeR":x=> pir' pu >0} pour supprimer les variables
i=1

(i, on obtinent en cone polyedral.

(<) On va montrer que ceci se déduit de (=) en montrant le
résultat suivant:

Claim

Si deux matrices A et R sont telles que

{x : Ax >0} = {x:x=Ru, pn> 0}

alors
{y:y=Awv,v>0={y:R"y >0}



Preuve du claim

Soient A et R telles que {x : Ax > 0} = {x : x = Ry, i > 0}.
Par le lemme de Farkas

{x:x=Rpu, p >0} ={x:x"y >0 pour tout y tel que Rty > 0}.

» {y:RTy >0} C{y:y=Aw, v>0} Eneffet, soit y t.q.
RTy > 0. Pour tout x t.q. Ax >0onax'y >0 et par
Farkas 3 > 0 tel que y = A v.

» {y:y=Av, v >0} ={y:RTy >0}. Soit ¥ tel que
y=Av, v>0 0OnaR"y=RTATv. Or comme Ar >0,
AR >0etdoncrv >0= RTATv > 0.



Théoreme de Minkowsky-Weil (polyedres)

Théoreme
P := {x € R"} est un polyédre si et seulement si, il existe
vi oo vPetrl .. r9 € R" tels que:
P = conv(v',...,vP) + cone(r!,...,r9)
= {x:3vecconv(vl,...,vP), T € cone(rl,...,r9), et x =V + 7}
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Théoreme de Minkowsky-Weil (polyedres)

Théoreme
P :={x € R"} est un polyedre si et seulement si, il existe
vi oo, vPetrt, ., ri ¢ R" tels que:
P = conv(vl,..., vP) + cone(rt, ..., r9)
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Preuve du Théoreme

On considere le cone C = {(x,y) € R""1 : by — Ax >0, y > 0}.
Par le théoreme précédent C a un nombre fini de générateurs

#l Fpt+a
/,:2/1 .« . ﬂp+q .

On suppose que /i’ > 0 pour i =1,..., p, et fi' =0 pour

C est aussi généré par

OF)- ) () )

Comm P = Cn{y =1} il en suit le résultat:

P = COnV(?l/[},l, SR ;P/ﬂp) + Cone(;p+1, ey ;p+q)

(le résultat inverse suit directement de Fourier)
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Union de poledres

Remark
conv(UX_, P;) peut ne pas &tre fermé: let P; = {x € R?: x, = 0}
P, ={x€R?:x;=1,x =1} alors
conv(PLUPy) = {x €R?: x; < 1} U P;.
P>

Py

Theoreme: Union de polyedres

Soient P; = Q; + C;, pour i = 1,..., k, des polyédres non vides.
Alors @ = conv(U%_; @;) est un polytope, C = cone(U%_;C;) est
un céne polyédral et

cleonv(UK_ P)=Q+ C
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|
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Preuve (néglige le cas UX | P; = ()

(i) Qi = conv(V;) donc @ = conv(UX_, V;) est un polytope.

(ii) C; = cone(R;) donc C = cone(UX_|R;) est un cdne polyédral.
(iii) pour montrer: cIconv(Uf‘ZlF’;) cCQR+C,

conv(UX_; P;) € @ + C est suffisant.

Soit x € conv(UE_| P;):

k k
x:Zy,-zi avec y; > 0, Zy,-zlet Z'e P
i=1 i=1

Alors z/ = w' + r' avec w' € Q; et r' € C;. Donc

k k
x:Zy;W’+Zy,-r' e+ C.
i=1 i=1



Preuve (I1)

(iv) Q + C C clconv(Uk_, P;).
SO|tx€Q—|—C AIors
X—Zy,w —|—Zr avec w' € Q' y; >0, x' € G et Ey,—l

Soit I ={i:y > O}
Définissons :

k

xfzz<y;—e’—/;’> Wi—f—ZG(Wi—f—%ri)

i=1

Pour € > 0 petit 6|—k‘ >0 et x“ € conv(UX_, P;). De plus
lime_ox¢ = x.



Théoreme de Balas
Soient P; = {x € R" : Aix < b;},i = 1,..., k, des polyedres:

proj,(Y) = Q + C

avec .
Aix' < bjy; pouri=1, ...k
ko
Yox=x

— i=1
Y=<¢"%
yi=1
i=1
yi >0 pour i=1,...,k

De plus, si UP; = () ou C; € conv(U.p, . C):

proj, (Y) = clconv(UX_, P))



Preuve (néglige le cas ()

(i) proj(Y) € @+ C. |

Soit (x,x%, y1,...,x", yi) € Y. Pour i tel que y; >0 ;—: € P;.
Pour / tel que y; =0, x' € C;.

(i) Q + C C proj (V)

Soit x € @ + C.

k k k
X:ZYiZ"f’Zf' avec y; > 0, Zy,-zl, ZeQetred.
i=1 i=1 i=1

Pour i tel que y' > 0, soit x' = y'z' + r'. Pour i tel que y' =0,
soit x' = r’. On peut Vérifier que (x,x*, y1,..., x5,y ) € Y. O
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Séparation de coupes disjonctives

Soit
Ppsj = clconv(U_, ).

Probléme de séparation
Etant donné % € R”, trouver (o, 3) € R tel que o x < 3 est
valide pour Ppg; et a’% > [ ou montrer que X € Pps;.

Trouver une solution de: Par le Lemme de Farkas, ce
) systeme n'a pas de solution si et
Aix" < biy; fori=1,...,k seulement si:
k Jda eR”, B eR,
ZX':? ul oo uk € RT tel que:
i=1

K
Zy,' =1
i—1

yi>0fori=1,...,k a’s>p



Relaxation Splits

S={xeR}:Ax< b,x€Z,j=1,...,p}
Relaxation continue P, m € Z" tel que 7; = 0 pour
j=p+1,...,net € Z.

Relaxation split
P(™m)(P) := conv ((P N {x eER":n'x< Wo}) U
(PH{XER":WTXZWO-l-l}))

Probleme de séparation
Se réduit maintenant a
résoudre un programme
linéaire.
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Separation des coupes Splits

P(w,ﬂo)(p) — conv ((P N {WTX < Wo}) U (P N {ﬂ'TX > mo + 1}))

Proposition [Balas 73]

Soit X € P, x € P(™70) sj et seulement si I'optimum du programme
linéaire
maxa' % — f3
s.t.
uT A+ upr > « vIA— v >« (CGLP)
uTb+ upmo < B vib—vo(mo+1) < B
u,v e RT ug,vg >0

est positif.



“Cut Generation LP”

>

Si X est un point extréme P et 19 < 7' %X < mo + 1, coupe
toujours.

» Si positif, non borné.

» On impose une contrainte de normalization pour borner le

probleme:

1. up+ vo =1 (coupe de Gomory Mixte),

2. Y (Ui vi)+uo+ v =1
Si m = ¢ : lift-and-project cut [Balas Ceria Cornuejols
93]. Ces inégalités donnent un algorithme fini pour la
programmation 0 — 1 :Convexification séquentielle.

Le CGLP peut en fait étre résolu sans le formuler dans
I'espace de dimension supérieur [Balas Perregaard 2003].



Renforcement monoidal [Balas Jeroslow 80]

Soit (v, 3, u, v, ug, vo) une solution de (CGLP) avec up > 0 and

. ~ Tai_,, T Al
vo > 0. Soit m;:%et

3 max{uT A"+ up[m;],vT A — v M|} sii€l
o = . .
’ min{uT A, vT A} sinon.

Preuve
Pour tout m € Z" tel que m; =0 for i ¢ [ et m; € Z for i € I, on
considere la disjonction split:

(7TTX +m'x < 770) V (7TTX +mTx > 7T0)

Pour u, v, ug, v fixés on peut trouver m donnant les meilleurs
coefficients pour / € [:

o = max{min{uTAi + uomj, v T AT — vom;}}
ijZ



Convexification séquentielle

Théoreme
Soit
S={xe{0,1} x RT " : Ax < b}.

conv(S) = P(e0) (P(epfl’o) ( . (P(el’0)> )) .

Lemme
Soit F:={xcR":c"x=d}telque SC {xecR":c'x<d}
conv(S)NF =conv(SNF)

preuve

(i) conv(SN F) C conv(S) et conv(SNF) C F =
conv(SNF) Cconv(S)N F

(if)Soit x € conv(S) N F, x = Efle Aix! ot x €S, N\ >0et
S Ai=1.d=clx= 1 \ic"x <3 \id = d. Donc

c'x'=bpouri=1,... k.



Preuve du théoreme (par récurrence)
Soit S, = {x € 0,1}t x [0,1]7P x R"™P: Ax < b}. On veut

montrer conv(S;) = P(¢:0) (P(ef*ho) (... (P(el’o)) ...)). Par
définition c'est vrai pour t = 1. On suppose vrai pour t — 1.
Par I'hypothése de récurrence :

plec) (plesd) (L (@) 1)) = PO (conv (S, 1)

= conv ((conv (S¢—1) N {xs = 0}) U (conv (St—1) N {xs = 1})).
En utilisant le lemme
conv (S¢—1) N {xt = 0} = conv (S¢—1 N {xr = 0}), et

conv (Si—1) N {xt = 1} = conv (S;—1 N {x = 1}). Le théoreme
suit.
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