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Une approche géometrique pour obenir des coupes

On considère l’ensemble mixte

S = {x ∈ R
n
+ : Ax ≤ b, xj ∈ Z, j = 1, . . . , p}

Clairement, si k ∈ Z et j ∈ {1, . . . , p}, 6 ∃x ∈ S tel que
k < xi < k + 1.
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Relaxation Splits

Plus généralement, on considère l’ensemble mixte

S = {x ∈ R
n
+ : Ax ≤ b, xj ∈ Z, j = 1, . . . , p}

et sa relaxation continue P . Soient π ∈ Z
n tel que πj = 0 pour

j = p + 1, . . . , n et π0 ∈ Z. 6 ∃x ∈ S , π0 < πT x < π0 + 1.
On appele relaxation split l’ensemble P(π,π0)(P) :=

conv
((

P ∩
{

x ∈ R
n : πT x ≤ π0

})

∪
(

P ∩
{

x ∈ R
n : πT x ≥ π0 + 1

})

Proposition

S ⊆ P(π,π0) ⊆ P

Les inégalités valides pour une relaxation P(π,π0) sont appelées
coupes splits [Cook, Kannan and Schrijver, 1990].



Unions de polyèdres

Etant donnés k polyèdres P1, . . . ,Pk , nous voulons caractériser

conv
(

∪k
i=1Pi

)

P1

P2

P3

Pour caractériser cet
ensemble, on va avoir besoin d’une nouvelle caractérisation des
polyèdres.
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conv(P1 ∪ P2 ∪ P3) Pour caractériser cet
ensemble, on va avoir besoin d’une nouvelle caractérisation des
polyèdres.



Part I

Théorème de Minkowsky-Weil



Cônes

◮ Un ensemble C ⊂ R
n est un cone à générateurs finis si

C = {x ∈ R
n : x =

k
∑

i=1

µi r
i , µi ≥ 0}

(où r1, . . . , rk ∈ R
n et k fini).

◮ On note C = cone(r1, . . . , rk) = cone(R), où
R = (r1 r2, . . . rk .

◮ C ⊂ R
n est un cone polyèdral si il existe une matrice A telle

que C = {x ∈ R
n : Ax ≥ 0}.

Théorème de Minkowsky-Weil (pour les cones)

C est un cone à générateurs finis si et seulement si C est un cone
polyèdral.



Preuve du théorème

(⇒) En appliquant l’élimination de Fourier à

C = {x ∈ R
n : x =

k
∑

i=1
µi r

i , µi ≥ 0} pour supprimer les variables

µi , on obtinent en cone polyèdral.

(⇐) On va montrer que ceci se déduit de (⇒) en montrant le
résultat suivant:

Claim
Si deux matrices A et R sont telles que

{x : Ax ≥ 0} = {x : x = Rµ, µ ≥ 0}

alors
{y : y = Atν, ν ≥ 0} = {y : RTy ≥ 0}



Preuve du claim

Soient A et R telles que {x : Ax ≥ 0} = {x : x = Rµ, µ ≥ 0}.
Par le lemme de Farkas

{x : x = Rµ, µ ≥ 0} = {x : xT y ≥ 0 pour tout y tel que R ty ≥ 0}.

◮ {y : RTy ≥ 0} ⊆ {y : y = Atν, ν ≥ 0}. En effet, soit y t.q.
RTy ≥ 0. Pour tout x t.q. Ax ≥ 0 on a xT y ≥ 0 et par
Farkas ∃ν ≥ 0 tel que y = ATν.

◮ {y : y = Atν, ν ≥ 0} = {y : RT y ≥ 0}. Soit y tel que
y = Atν, ν ≥ 0. On a RT y = RTATν. Or comme Ar j ≥ 0,
AR ≥ 0 et donc ν ≥ 0 ⇒ RTATν ≥ 0.



Théorème de Minkowsky-Weil (polyèdres)

Théorème
P := {x ∈ R

n} est un polyèdre si et seulement si, il existe
v1, . . . , vp et r1, . . . , rq ∈ R

n tels que:

P = conv(v1, . . . , vp) + cone(r1, . . . , rq)

= {x : ∃v ∈ conv(v1, . . . , vp), r ∈ cone(r1, . . . , rq), et x = v + r}

= +
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Preuve du Théorème

On considère le cone C = {(x , y) ∈ R
n+1 : by − Ax ≥ 0, y ≥ 0}.

Par le théorème précédent C a un nombre fini de générateurs
(

r̃1

µ̃1

)

. . .

(

r̃p+q

µ̃p+q

)

.

On suppose que µ̃i > 0 pour i = 1, . . . , p, et µ̃i = 0 pour
i = p + 1, . . . , p + q.
C est aussi généré par

(

r̃1/µ̃1

1

)

. . .

(

r̃p/µ̃p

1

)(

r̃p+1

0

)

. . .

(

r̃p+q

0

)

Comm P = C ∩ {y = 1} il en suit le résultat:

P = conv(r̃1/µ̃1, . . . , r̃p/µ̃p) + cone(r̃p+1, . . . , r̃p+q)

(le résultat inverse suit directement de Fourier)



Part II

Unions de polyèdres



Union de polèdres

Remark
conv(∪k

i=1Pi) peut ne pas être fermé: let P1 = {x ∈ R
2 : x2 = 0}

P2 = {x ∈ R
2 : x1 = 1, x2 = 1} alors

conv(P1 ∪ P2) = {x ∈ R
2 : x2 < 1} ∪ P2.

P1

conv(P1 ∪ P2)

b
P2

Theorème: Union de polyèdres

Soient Pi = Qi + Ci , pour i = 1, . . . , k , des polyèdres non vides.
Alors Q = conv(∪k

i=1Qi ) est un polytope, C = cone(∪k
i=1Ci ) est

un cône polyédral et

clconv(∪k
i=1Pi ) = Q + C



Preuve (néglige le cas ∪k
i=1Pi = ∅)

(i) Qi = conv(Vi ) donc Q = conv(∪k
i=1Vi) est un polytope.

(ii) Ci = cone(Ri) donc C = cone(∪k
i=1Ri) est un cône polyédral.

(iii) pour montrer: clconv(∪k
i=1Pi) ⊆ Q + C ,

conv(∪k
i=1Pi) ⊆ Q + C est suffisant.

Soit x ∈ conv(∪k
i=1Pi):

x =
k
∑

i=1

yiz
i avec yi ≥ 0,

k
∑

i=1

yi = 1 et z i ∈ P i .

Alors z i = w i + r i avec w i ∈ Qi et r
i ∈ Ci . Donc

x =

k
∑

i=1

yiw
i +

k
∑

i=1

yi r
i ∈ Q + C .



Preuve (II)

(iv) Q + C ⊆ clconv(∪k
i=1Pi ).

Soit x ∈ Q + C . Alors:

x =
k
∑

i=1

yiw
i +

k
∑

i=1

r i , avec w i ∈ Q i , yi ≥ 0, x i ∈ Ci et
k
∑

i=1

yi = 1.

Soit I = {i : yi > 0}.
Définissons :

xǫ =
∑

i∈I

(

yi − ǫ
k

|I |

)

w i +

k
∑

i=1

ǫ

(

w i +
1

ǫ
r i
)

Pour ǫ > 0 petit ǫ k
|I | ≥ 0 et xǫ ∈ conv(∪k

i=1Pi ). De plus
limǫ→0 x

ǫ = x .



Théorème de Balas

Soient Pi = {x ∈ R
n : Aix ≤ bi},i = 1, . . . , k , des polyèdres:

projx(Y ) = Q + C

avec

Y =



































Aix
i ≤ biyi pour i = 1, . . . , k

k
∑

i=1
x i = x

k
∑

i=1
yi = 1

yi ≥ 0 pour i = 1, . . . , k

De plus, si ∪Pi = ∅ ou Cj ⊆ conv(∪i :Pi 6=∅Ci):

projx(Y ) = clconv (∪k
i=1Pi)



Preuve (néglige le cas ∅)

(i) projx(Y ) ⊆ Q + C .

Soit (x , x1, y1, . . . , x
k , yk) ∈ Y . Pour i tel que yi > 0 x i

yi
∈ Pi .

Pour i tel que yi = 0, x i ∈ Ci .
(ii) Q + C ⊆ projx(Y )
Soit x ∈ Q + C .

x =
k

∑

i=1

yiz
i +

k
∑

i=1

r i avec yi ≥ 0,
k

∑

i=1

yi = 1, z i ∈ Q i et r i ∈ Ci .

Pour i tel que y i > 0, soit x i = y iz i + r i . Pour i tel que y i = 0,
soit x i = r i . On peut vérifier que (x , x1, y1, . . . , x

k , yk) ∈ Y .



Part III

Coupes lift-and-project



Séparation de coupes disjonctives

Soit
PDsj = clconv(∪k

i=1Pi ).

Probléme de séparation

Étant donné x̂ ∈ R
n, trouver (α, β) ∈ R

n+1 tel que αT x ≤ β est
valide pour PDsj et α

T x̂ > β ou montrer que x̂ ∈ PDsj .

Trouver une solution de:

Aix
i ≤ biyi for i = 1, . . . , k

k
∑

i=1

x i = x̂

k
∑

i=1

yi = 1

yi ≥ 0 for i = 1, . . . , k

Par le Lemme de Farkas, ce
système n’a pas de solution si et
seulement si:
∃ α ∈ R

n, β ∈ R,
u1, . . . , uk ∈ R

m
+ tel que:

ui
T
Ai = α i = 1, . . . , k

ui
T
b ≤ β i = 1, . . . , k

αT x̂ > β



Relaxation Splits

S = {x ∈ R
n
+ : Ax ≤ b, xj ∈ Z, j = 1, . . . , p}.

Relaxation continue P , π ∈ Z
n tel que πj = 0 pour

j = p + 1, . . . , n et π0 ∈ Z.
Relaxation split
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P ∩
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P ∩
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xi ≤ k xi ≥ k + 1 Problème de séparation

Se réduit maintenant à
résoudre un programme
linéaire.



Relaxation Splits

S = {x ∈ R
n
+ : Ax ≤ b, xj ∈ Z, j = 1, . . . , p}.

Relaxation continue P , π ∈ Z
n tel que πj = 0 pour

j = p + 1, . . . , n et π0 ∈ Z.
Relaxation split

P(π,π0)(P) := conv
((

P ∩
{

x ∈ R
n : πT x ≤ π0

})

∪
(

P ∩
{

x ∈ R
n : πT x ≥ π0 + 1

}))

xi ≤ k xi ≥ k + 1 Problème de séparation
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Separation des coupes Splits

P(π,π0)(P) = conv
((

P ∩
{

πT x ≤ π0

})

∪
(

P ∩
{

πT x ≥ π0 + 1
}))

Proposition[Balas 73]

Soit x̂ ∈ P , x ∈ P(π,π0) si et seulement si l’optimum du programme
linéaire

maxαT x̂ − β

s.t.

uTA+ u0π ≥ α vTA− v0π ≥ α (CGLP)

uTb + u0π0 ≤ β vTb − v0(π0 + 1) ≤ β

u, v ∈ R
m
+, u0, v0 ≥ 0

est positif.



“Cut Generation LP”

◮ Si x̂ est un point extrême P et π0 < πT x̂ < π0 + 1, coupe
toujours.

◮ Si positif, non borné.

◮ On impose une contrainte de normalization pour borner le
problème:

1. u0 + v0 = 1 (coupe de Gomory Mixte),
2.

∑m

i=1(ui + vi ) + u0 + v0 = 1

◮ Si π = ei : lift-and-project cut [Balas Ceria Cornuejols

93]. Ces inégalités donnent un algorithme fini pour la
programmation 0− 1 :Convexification séquentielle.

◮ Le CGLP peut en fait être résolu sans le formuler dans
l’espace de dimension supérieur [Balas Perregaard 2003].



Renforcement monöıdal [Balas Jeroslow 80]

Soit (α, β, u, v , u0, v0) une solution de (CGLP) avec u0 > 0 and

v0 > 0. Soit m̂i =
vTAi−uTAi

u0+v0
et

α̃i =

{

max{uTAi + u0⌈m̂i ⌉, v
TAi − v0⌊m̂i⌋} si i ∈ I

min{uTAi , vTAi} sinon.

Preuve
Pour tout m ∈ Z

n tel que mi = 0 for i 6∈ I et mi ∈ Z for i ∈ I , on
considère la disjonction split:

(

πT x +mT x ≤ π0

)

∨
(

πT x +mT x ≥ π0

)

Pour u, v , u0, v0 fixés on peut trouver m donnant les meilleurs
coefficients pour i ∈ I :

α̃i = max
mj∈Z

{min{uTAi + u0mi , v
TAi − v0mi}}



Convexification séquentielle

Théorème
Soit

S = {x ∈ {0, 1}p × R
n−p
+ : Ax ≤ b}.

conv(S) = P(ep ,0)
(

P(ep−1,0)
(

. . .
(

P(e1,0)
)

. . .
))

.

Lemme
Soit F := {x ∈ R

n : cT x = d} tel que S ⊆ {x ∈ R
n : cT x ≤ d},

conv(S) ∩ F = conv(S ∩ F )

preuve

(i) conv(S ∩ F ) ⊆ conv(S) et conv(S ∩ F ) ⊆ F ⇒
conv(S ∩ F ) ⊆ conv(S) ∩ F
(ii)Soit x ∈ conv(S) ∩ F , x =

∑k
i=1 λix

i , où x i ∈ S , λi ≥ 0 et
∑k

i=1 λi = 1. d = cT x =
∑k

i=1 λic
T x i ≤

∑k
i=1 λid = d . Donc

cT x i = b pour i = 1, . . . , k .



Preuve du théorème (par récurrence)

Soit St :=
{

x ∈ {0, 1}t × [0, 1]t−p × R
n−p
+ : Ax ≤ b

}

. On veut

montrer conv(St) = P(et ,0)
(

P(et−1,0)
(

. . .
(

P(e1,0)
)

. . .
))

. Par
définition c’est vrai pour t = 1. On suppose vrai pour t − 1.
Par l’hypothèse de récurrence :

P(et ,0)
(

P(et−1,0)
(

. . .
(

P(e1,0)
)

. . .
))

= P(et ,0) (conv (St−1))

= conv ((conv (St−1) ∩ {xt = 0}) ∪ (conv (St−1) ∩ {xt = 1})) .

En utilisant le lemme
conv (St−1) ∩ {xt = 0} = conv (St−1 ∩ {xt = 0}), et
conv (St−1) ∩ {xt = 1} = conv (St−1 ∩ {xt = 1}). Le théorème
suit.
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